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说 明 


此 丛书 是 以 数学 .计算 数学 、 概 率 统计 及 有 关 专业 的 高 
年 级 学 生 . 研究 生 ， 青年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读者 对 象 
的 出 版 物 。 丛 书 特 点 是 内 容 新 颖 , 力图 反映 现代 数学 的 新 成 
就 叙述 精练 , 约 相当 于 一 学 期 三 学 时 研究 生 谍 程 的 取材 。 
我 们 编辑 出 版 此 丛书 的 主要 目的 是 为 了 适应 我 们 国家 培养 
研究 生 的 需要 ， 同 时 , 又 可 作为 数学 及 有 关系 科 高 年 级 选修 
课程 的 参考 书 , 为 提高 本 科 生 的 教学 质量 贡献 一 份 力量 。 

我 们 诚 明 地 希望 : 广大 读者 对 于 书目 的 选择 , 内 容 的 取 
材 提 出 宝贵 意见 , 作为 我 们 今后 出 版 或 再 版 时 的 参考 。 


《北京 大 学 数学 从 书 > 编 委 会 
一 九 入 一 年 元 月 
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前 襄 


1915 Æ, G. H. Hardy € [al # H. Bohr 5 E. Landau 的 一 个 
问题 时 , 研究 了 单位 圆 内 解析 函数 己 在 圆周 |z| =r (0<r<1) ER 
1F| 的 积分 平均 的 性 质 , 同时 指出 他 的 讨论 对 | 有 1%2 之 0) 也 适用 ， 
自 此 以 后 , 经 过 Riesz 兄弟 等 人 的 努力 ， 产 生 了 A, 理论 ， 但 早期 

WH, Bit, 主要 仍然 是 讨论 单个 这 样 的 函数 揭 性 质 ， 如 它 的 边界 
值 ,零点 ,泰勒 系数 、 以 及 对 它 进行 内 函数 与 外 函数 的 分 解 等 ， 以 
后 才 逐 步 地 将 这 样 的 函数 的 全 体 作为 一 个 空间 来 研究 ， 逐 步 地 在 
对 它 的 研究 中 注入 泛 函 分 析 的 肉 容 ， 如 H, 空间 的 对 偶 空 间 ; 其 上 
定义 的 各 种 各 样 的 算 子 ,各 种 内 插 问 题 ( 空 间 内 插 、 算 子 内 插 、 以 及 
给 定点 列 数列 的 函数 内 插 )、 各 种 极 值 问题 、 以 及 A. Beurling 的 
不 变 子 空间 问题 等 等 ， 但 是 , 不 管 怎样 五 花 八 门 , 这 时 的 H, 理论 
仍然 只 是 复 变 函数 的 一 登 .。 尽管 由 于 单位 圆 内 五 ,的 元 素 与 它 的 
在 圆周 上 的 边 值 之 间 存 在 着 一 一 对 应 , 因而 似乎 A, 也 可 看 成 是 实 
变 函 数 ( 或 广义 函数 ) 的 空间 , 但 这 并 未 能 使 H, 理论 摆脱 对 复 变 理 
论 的 依赖 性 ， 为 了 判断 一 个 定义 在 圆周 上 (一 个 实 变量 ) 药 函数 是 
GE H, ARMA, FERRARA KER ES 
论 派 生 的 一 个 概念 ) 是 否 有 5? 可 积 性 ， 对 0 天 ?和 扫 1， 这 是 一 全 十 
分 令 人 讨厌 的 和 问题， 这 个 情况 的 改变 发 生 在 七 十 年 代 初 期 ， 其 中 
关键 的 一 步 是 Burkholder-Gundy-Silverstein’ VHRR: F-=u+ 
ivCH eu *EL’, O<p<a, Ku 是 调和 食 数 “的 角形 (也 称 
非 切 向 ) 极 大 函数 .他 们 的 发 现 说 明 , 单位 国 周 上 一 个 实 函 数 /是 
否 是 一 个 五 ,中 元 素 的 边 值 的 实 部 , REA f hy Poisson 积分 的 

ee 了 





角形 极 大 的 表现 ， 而 无 需 涉及 “ eM v 的 表现 ， 这 说 
BAY, 理论 的 复 变 因素 不 是 本 质 的 . 其 后 不 久 , Fefferman-Stein!! 
在 R" LERT H, 理论 ， 并 且 指 出 Poisson 核 在 H, 的 极 大 函数 
刻 划 方面 的 作用 也 不 是 本 质 的 ， 本 质 上 它 可 被 几乎 任意 一 个 逼近 
单位 代替 ， 这 样 , 不 仅 H, 理论 的 纯 实 变 结构 是 可 能 的 ， 甚 至 更 一 
般 结构 也 是 可 能 的 ， 因 此 训 不 奇怪 地 ， 差 不 多 是 同时 ， 园 论 中 的 
及, 理论 便 应 运 而 生 , 竞 至 而 成 为 现代 款 论 中 的 重要 一 章 . 

本 书 介绍 的 “万 , 摧 论 ”, 是 概率 论 与 分 析 学 两 者 的 结合 ， 更 确 
切 地 说 , 是 鞠 论 与 泛 函 分 析 , 调 和 分 析 的 结合 ， 这 -领域 的 正确 名 
KUPEE RARR”, 只 不 过 因为 H, 是 这 些 空间 中 最 著名 的 代 
K KH, BD”, RR, KARE GE Ro 
分 ， 同 时 也 只 是 H, 论 的 一 个 侧面 ， 但 它 相对 于 蒜 论 之 其 他 部 分 
则 有 分 析 性 强 的 特色 ; 而 它 相 对 于 十 典 恕 , 论 则 又 有 概括 与 简 
洁 的 优点 ， 因 此 它 既 可 使 概率 论 学 者 ， 又 可 使 分 析 学 者 有 耳目 一 
新 的 感觉 ， 它 同时 受到 这 两 方面 人 士 的 关注 是 不 足 为 怪 的 ， 十 多 
年 以 来 ， 这 个 领域 的 发 展 异 常 迅速 ， 古 典 万 , 论 中 的 主要 成 果 , 如 
H, 与 BMO 的 对 侦 , H, 的 原子 分 解 ,许多 算 子 之 间 的 号 -不等式 ， 
甚至 加 权 -不 等 式 以 及 4, 权 等 ， 大 多 已 在 鞠 论 中 有 令 人 满意 的 
对 应 ， 因 此 , 时 至 今日 , 对 这 一 领域 写 出 较为 完整 的 专著 不 仅 是 需 
要 的 , 而 且 也 成 为 可 能 的 ， 本 书 便 是 适应 这 一 需要 的 引 玉 之 砖 . 

这 个 领域 通常 分 为 离散 情形 、 连 续 情形 以 及 多 指标 (离散 ) 情 
形 筝 部 分 ， 从 教育 学 的 观点 以 及 理论 成 熟 程度 的 角度 ，- 我 们 选择 
了 离散 灿 的 空间 论 作为 对 象 ， 而 对 另外 两 部 分 几乎 没有 提 及 ， 但 
是 有 了 本 书 提供 的 基础 ， 有 兴趣 的 读者 自然 可 以 自行 朝 这 两 方面 
继续 深入 ， 况 且 对 连续 黄 情 形 已 有 很 好 的 参考 (Dellacherie- 
Meyer™2) 可 以 入 门 ， 至 于 万, 园 论 与 古典 A, 论 之 间 的 关系 ,已 
有 Petersen) 作 了 很 系统 的 阐述 ，Varopoulostt3 也 对 几 个 具体 
e 2 à 





EIE T Anfa AE RRS PAg — ABE E RE Hy SR HF eB BY SAAS 
学 ， 明 然 在 这 个 意义 下 可 以 说 厅 , BRO, E 的 某 种 概括 
与 推广 ， 但 是 上 古典 五 , 论 中 的 许多 精细 结果 是 很 难 在 缺 论 中 得 到 
体现 的 . 如 关于 Carleson 测度 的 理论 , 关于 4A. LACSRS EM 
TPG AB HRS, AT H, 的 奇异 积分 算 子 刻 划 也 还 有 待 
完善 . 

最 后 是 关于 本 书 内 容 的 简短 说 明 . 第 -- 章 是 概率 论 基 础 ， 这 
是 为 从 事 分 析 学 工作 者 而 准备 的 ; 第 二 章 是 A> sia, 其 中 
包括 了 七 十 年 代 初 期 那 本 著名 的 ， 也 是 迄今 为 止 唯一 的 同类 专著 
(Garsia) 的 大 部 分 内 容 ; 第 三 章 是 平行 于 H, 的 其 他 空间 ， 主 
要 是 介绍 Herz! 的 工作 ; 第 四 章 是 讨论 到 -不 等 式 ; 第 五 章 是 
BMO 空间 专 论 ， 收 集 在 这 章 中 的 内 容 在 本 BP 比 其 他 章 篇 幅 都 
少 , 一 因 这 方面 理论 本 来 薄弱 (相对 于 古典 情形 , 应 该 说 这 不 正常 )， 
二 因 有 些 有 关内 容 已 见 诸 他 处 (如 H -BMO 对 偶 见 第 二 章 , BMO 
与 权 见 第 六 章 ); 第 六 章 是 加 权 不 等 式 ; 第 七 章 是 正规 著 论 。 虽 然 ， 
作者 已 经 尽力 要 在 本 书 中 反映 迄今 已 发 表 的 比较 重要 的 成 果 ， 但 
由 于 能 力 与 偏见 的 局 限 ， 挂 一 漏 万 的 事 是 难免 的 .至 于 作者 要 写 
好 这 本 书 的 愿望 ， 更 由 于 常常 感到 力不从心 而 大 大 打折 扣 ， 如 果 
本 书 能 为 有 兴趣 于 这 一 领域 的 读者 起 到 一 点 铺路 石子 的 作用 ， 那 
么 为 此 书 而 付 去 的 劳动 使 不 算 白费 了 

本 书 的 前 身 是 作者 1981 年 在 北京 大 学 研究 生 班 上 的 讲课 稿 . 
作者 座 深 感谢 老师 程 民 德 教授 的 鼓励 与 支持 ， 程 先生 不 仅 为 作者 
提供 了 这 一 难得 的 教学 实践 机 会 ， 使 作者 在 与 众多 听众 同志 的 共 
辣 磋商 中 获得 了 异常 宝贵 的 教 益 ， 而 且 还 灯 自 为 此 书 的 完善 付出 
PERO, Me SRO. Web, ALIKE BARRE 
Æ BABET. BS, RUA, 
志 为 不 书 的 文字 润色 与 格式 规范 化 也 花费 了 大 量 的 心血 .没有 上 

* j œ 


AOA Ee EPERE EAR la EIERE: A Eo NEN EEB E RETR ARI ORNL a ER OE i pe Ee e 





述 这 些 帮 助 与 支持 ， 作 者 是 很 难 完 成 这 一 任务 的 ， 作 者 愿意 借 此 
机 会 一 并 表示 由 圳 的 感谢 , 


Š Ih AA 
1983 年 初 于 北京 
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第 一 章 H 鞠 论 的 概率 论 基础 


本 章 可 视 为 对 款 论 的 一 个 入门 准备 ， 将 鞭 论 所 需要 的 最 基本 
的 概率 论 基础 ， 如 条 件 期 望 、 停止 时 间 、 以 及 鞭 的 收敛 与 分 解 等 基 
本 知识 收集 在 一 起 , 这 对 不 太 熟 悉 概率 论 的 读者 或 许 是 方便 的 . 


1.1 条 件 期 望 
E, F, 1) 是 一 完备 概率 空间 , F, BFN—-TSHE F 0- 代 
数 ， 则 对 每 个 FEL’, , 
»(F)= | fän, VFEF, 


定义 了 F, 上 的 一 个 关于 ul， 绝对 连续 的 测度 ， 根 据 Radon- 
Nikodym 定理 , 存在 唯一 的 关于 F, 可 测 、 KF ul ,可 积 的 函数 ， 
记 为 Bs,( 有 ) 或 (fr1), 使 得 


[ EGIF )du=| fap, VER. (1) 


定义 1 MSEL'(O,F, x)， 上 述 唯 一 存在 的 Es,(f) 称 为 f 
的 关于 子 OAR FA, 的 条 件 期 望 ; 对 FEF, Es (FRA FA 
FH, 的 条 件 概 率 , 其 中 IT(F) 表 示 玉 的 指示 (也 称 特征 ) 函数 . 

例 1 aF, EHAR (Fh 生成 的 子 0o- 代 数 (F。 
都 称 为 Fi 的 原子 9), 则 对 所 有 JEL, 


Br ( 力 一 Zl fdull(F,)®. (2) 
ini i Fi 
D HAS, DOMATE FS 中 那些 正 测 集 4, 它们 不 包含 子 集 BEF, 使 得 


0<1B|<14l. 
@@” 当 出 现 的 测度 不 引起 混淆 时 , 1 了 | 表示 可 测 集 下 的 测度 ， 





这 因为 , 既然 Br,( 力 是 关于 FA, 可 测 的 , 则 它 在 每 个 原子 R， 上 应 
为 常数 , 故 
Es (P= > cll(F,). 


将 上 式 两 边 在 FP, 上 积分 , 利用 式 (1), 即 得 


1 
om Teh, fae | 
例 2 特别 设 GEF, FZ, 由 原子 CGO 生成 ， 则 对 FEF, 有 
EIF) |F) = rath, IPAG) 


‘rl. JW) dul (@’) 


mTlFENG |G) + | FAC HCG’). 


-GT cal 
其 中 1G1-!IFNG| 正 是 古典 意义 下 事件 五 在 事件 G 出 现时 的 条 件 
概率 . 这 验证 了 “条 件 期 望 (概率 )” 名 称 的 由 来 , 
现在 讨论 条 件 期 望 的 基本 性 质 . 
a) Es, 是 一 个 ( 复 ) 线 性 算 子 ， 从 而 已 r, GARRATZ 
换 , 即 刀 >,(f)=Bs,(])，( 显 然 ,) 
b) Es, 是 一 个 正 算 子 ， 意 即 fS0>8, (f)>0, GE RBS 
RRA CF)<O}CF,, 利用 式 (1) 即 得 | (Be, Cf) <0}| =0.) 
c) Es (1)=1, (显然 . ) 
d) 对 一 切 FEL, 
[Es (PAISE (IfI, ae. (3) 
这 是 下 面 的 Holder 不 等 式 的 特殊 情况 ， 也 可 直接 给 出 证 明 . 
D 本 书 中 “”, 对 于 集合 它 表示 补 集 ; 对 于 拓扑 线性 空间 它 表 示 对 偶 空 间 ， 对 于 
实数 p CRAMER, Wl p 与 p” 满足 下 述 关系 : 
titan. 
Pp r 





eG BM. P= (Es, D>Be FD). W FEF, Hili 
| Es, Pdu =| fau<| flan 
F F F 


=| Es fdu, 


fal P| =0, Afi. a F= Fs (A<—-#s Cf)}, MAII 
=0， 这 证 明了 实 函 数 了 时 的 断言 ， 当 /为 复 函数 时 ， 存 在 关于 
F, 可 测 的 9(w%), 使 

Eg (Pete = |E Pl. 
利用 下 面 的 性 质 f), 此 即 

Eg (fe'@)= |Es Pl 


. 于 是 利用 对 实 函 数 的 式 (3) 得 


|Ez (D| =E; (Re(fe'™)) 
<Ey,(|Re(fe’) DSE fI). 
e) RNA 
lEs D LSIfl» 1 入 2 入 cc. (4) 
这 因 , 若 考 虑 所 有 那样 的 


g= >dJeM(F,), FEF., 
i=i 


Erh n, {fctj, 5{F REEE, N 
lE h= SUP, JEE s P9) 


= sup ,IB(fg) I<Ifi 


Pilg pls 
f) 设 fEL?,gEL?r', HG KF F, TR, 1<p<o, 则 
Es (f9)=98;,(f). - (5) 


RF -RARAHI Egg EL h, MSE n, 
: Es (fY) -=E y, (f). 


Ea ERE 
hr eee et: OO I e EER A EA A EEE a As A A: BAAREN A er E: EREDE ime mh ime SS R e 





而 因 等 式 两 边 在 工 ' 中 分 别 有 极限 As S95 gE CA), X RUE 
RAT (5), 
8) RE. RF, FFF gc- 代 数 , AACA, Il 
Ey (Es, f))=Es(f), VfEl'. (6) 
既然 上 式 两 边 均 关 于 Fw, KRABIAKG), EKRE, 
因 VEER CF, 我 们 有 


| Es Gs,(D)du=| Be, Dau 
r r 


=| fau=| Es, àn. 


h) Parseval $A, VEL’, GEL’, lx poo, A 
E(Es (fg) =H(fEs,(9)). (7) 
这 因 式 (7) 的 两 边 都 等 于 (Bs;(])Bs,(9)). 事实 上 , 只 看 
AE tia, 有 ‘ 
E(Es (f)9) =E(Es, (Es, (Day) 
=E(Es,(f)Es(g)). 
i) Hilder RAR, VFEL?, JEL”, 1<p<co, & 
[Es (fo EB CF) PBs Cg”. (8) 
事实 上 , Hid 下 = {Ea (IfI, Es Cig? )>0}. MEF E, 


IF| |g| 
Es OFI Bs Cg lh)?’ 


1 HP a gl” 


<i i +t te. 
p #s,(ifl?) P Es (|9|?) 
既然 FEF, 则 
+ jp 
DO 





= f! 1g| 
Es gf By,( (yr) ) 











<b, (Lan + 


Ig?’ F 
EP no) 


1 o l 
2 Es (igir) 


此 即 
Es (lf| gDWG)<bs GFI Es Ag 
但 在 Ps={hs OFI =0}E, 了 必须 为 0、 因 


|, lar), BIDan=0 


类 似 地 , 在 f= (Ee, C191?) =O}, 9 也 为 0. ie fg E FUF, E 
为 0， 既 然 8= FyUF,UF, 从 而 证 明了 式 (8). 
在 讲述 条 件 期 望 算 子 的 其 他 性 质 以 前 ， 先 对 条 件 期 望 的 定义 
作 一 个 平凡 的 推广 ， 前 面 已 对 一 切 fEL'! 定义 了 条 件 期 望 算 子 . 但 
是 由 于 条 件 期 望 算 子 的 正 性 (从 而 有 单调 性 )， 对 一 切 非 负 可 测 函 
数 f 也 可 以 定义 条 件 期 望 算 子 如 下 . 
f> 可 测 ， 记 
f, F<N, 
foray fon. 
则 对 任意 的 子 -RAF 取 定 , z,(f”) 为 单调 增加 的 , 故 有 关于 
F, 可 测 的 极限 存在 , 记 之 为 Bs (f). 
REL Es, NRE FX, TM, 对 一 切 FEF, 有 


| fau=[ Es, Piu, 


FRA fom, WA E SEs (g), SS, 所 不 同 的 只 是 此 时 
Es (f) PUE a. e. 有 限 的 ， 此 外 , 对 这 样 推广 定义 的 条 件 期 望 算 
子 , 还 有 Lebesgue 单调 收敛 定理 、Fatou 引 理 等 ， 由 单调 收敛 定 
理 可 附带 地 推出 五 z,(…) 定 义 中 的 单调 增加 收敛 序列 的 选取 可 以 
是 任意 的 . 





D 单调 收敛 定理 ， 设 非 负 fi 单调 增加 地 a.e. coe Ff. my 
limk (fa FY- EFD ae. 
这 因 , 由 单调 性 , EO IF DART F JWR Ao), H 
h<E(f|F,), ae. 
于 是 , VEZ, 我 们 有 


a „A 
| aau =| time G Fda 
=lim| Bf Feu 

n -F 


=lin| f.du~| fai 


"F 


= | EGIF Dau. 


Hiei k= BC F|F,), 

k) Fatou 引 理 ， 设 fe 非 负 可 测 , 则 

E(limf,|#,) =B(limg,| 9) 
=lim£(g,|7))<limE(f,|F;,). 

D HHA, 设 fEL', fa of, ace, Alfal<y,geb', 

则 
limB (fn | F) =E GIF). 

记 h=suplj—fal, MI by 非 负 单调 下 降 于 0, 且 有 控制 函数 
29, KH(h,)—>0, IR, ECF) BATH, RA AAR 
% 之 0. 但 

[BE(f A) —E(fal FISES Snl FOSE hl F), 


以 及 由 Fatou 51%, 
es 6 。 





E(k) = Elim E(k, | F,)) 
<lim E(E(h,|F,)) =limE(h,) =9, 


这 说 明 k= 0, AM Enl FD PECS IF). 

m) Jenser 不 等 式 ， 设 vay Re MF (a, bd) EADAR, X 
函数 JfEL', HAIRS Fa. 0)( 当 然 只 要 求 ae. ), 并 使 OD AR, 
或 wp( 有 ) 非 负 ， 则 

(ECF) EB I F). (9) 

注意 凸 函 数 有 如 下 初等 性 质 ; Bo hE (a,b), p (A) TEE, M 

Vue(a, 6), 
plu) ~p (A) >p (A) (u—A). 

现 固定 AC (a, bE w (A) FETE CRA (a, b) HIT Al ET AB 
PhS), w= fC), 对 上 式 两 端 取 条 件 期 望 , 则 得 

Es, (ONP (A) (Bs, (f) —A) 4 eA). (10) 
既然 除去 - 零 测 集 有 <Er (f) <b, E 0= Ey, (f) (EC, b)Kb 
BULAT v 的 4 的 一 个 序列 , 则 

PBs, (f) = Co) = lim {p (A) (vA) +p} 
= lim (pA (Bs, P) -APA 0)’ 


比较 式 (10) 与 (10)', 即 证 明了 式 (9). 
注 1 条 件 期 望 的 单调 收敛 定理 与 Fatou 引 理 中 的 非 负 性 条 
fF. 当然 都 可 以 用 faze REF, 以 及 控制 收敛 定理 中 的 控制 条 件 也 
可 以 用 & 宇 f, 之 9g RI, 这 里 9, REL’, 
注 2 条 件 期 望 算 子 可 以 被 几 个 简单 性 质 刻 划 . Neveuc 1 指 
H: 设 了 是 L, F, u) (1 和 2<co) 上 定义 的 一 个 线性 的 、 正 的 、 
寡 等 的 ， 以 及 压缩 范 数 ， 且 使 21=1L 的 算 子 ， 则 在 在 一 个 完备 子 
ORR F, ETEL, F, u) 到 工 ?2 F, ule) 上 的 条 件 
e7 
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HART. (4 ? 关 2 时 ， 条 件 中 的 正 性 还 可 以 除 掉 , Rao 也 有 
关于 条 件 期 望 算 子 的 刻 划 的 类 似 讨论 . 


1.2 $ ik kF H 


定义 2 R(Q, F, 1) 是 一 概率 空间 , (Fn) 是 一 个 六 加 的 
子 o- 代 数 的 族 , RF = V FCF BTA 完 。 生 成 )、 一 个 由 


Q BI Z* U {co} ART RA—-PR F AREA, me 
{o; T (o) =n} EF n, Vn (或 等 价 地 {Tn} EF, Vn), 
例 设 {fs}wz0 EWTN Fa} 的 随机 过 程 , 意 即 Vx， 
fr 关于 字 , TH, 设 B 是 复 平 面 内 的 任意 一 个 Borel 集 ， 则 
T =inf {n:f €B} 
使 是 一 个 停止 时 间 . 因 
fo:T=n} = {wf,EB, Vi<a, f,CB}CF,. 
定义 3 设 T 是 任 一 停止 时 间 , 记 
F p= {FEFR. FN {TAR CF,, Vn} 
CX {7 <n} FAT =n} ft). 
则 Ay 是 一 子 0- 代 数 , HRA TA o- 代 数 . 
现在 讨论 停止 时 间 及 全 前 o- 代 数 的 性 质 ( 相 对 于 固定 的 子 o- 
PB IMB LF 5} noo). 
` a) 设 丰 是 任 一 停止 时 间 , 则 集合 ACH, <> ACF, H 
7 f oE4， 
oo, wEA 
是 一 停止 时 间 . 
X EKK Tan) = AN {Ta}. 
b) 设 S 是 一 停止 时 间 , TE Fs 可 测 的 整 值 函 数 , H 8S<7， 
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则 工 也 是 一 停止 时 间 ， 

HERAT <a} ={(S<an} N{(T<n}, 特别 , 由 此 知 对 整 常 数 
n>0, 8 十 4 都 是 停止 时 间 . | 

c) 设 7, S 是 两 个 停止 时 间 ， 则 TV S= max (T, 8)5 TAS 
min(7T, 8) 都 是 停止 时 间 ， 进 一 步 , T) 是 停止 时 间 的 一 个 序 
列 , 则 了 =sup?, 与 S=infT, 都 是 停止 时 间 . 


这 是 因为 (T<n} = [1] {(Ti<e} 以 及 (S>r+1} = | {Ti 


之 x 十 1} (注意 {S 之 rn 十 1} = {S<n}'). 

d) 设 7, S 是 两 个 停止 时 间 , 则 {TS}，{S<T}，{S<<7)，, 
{(S>T}, {T= 8} 都 属于 FNF s. 

FED th ABE {TSS EF, NF. AY 


{T<S} N{S=n} = UJ (T=m} N (S=n}EF,, 
{TKS} 1 {T=2} = {82n} {T=} CF, 

e) WET, S 是 任意 两 个 停止 时 间 ; AC{T<S} H ACF (RK 
AC{T=8}, ACF rNF s), 则 ANFrCA4NFs( 或 4NFr=4 
NF 5). HB, TCS, M Fr CHy, 

因 设 BEF, 为 任意 的 , 则 

ANBN {Sn} = AN {S<n} NBN (Tn) EF, 
这 说 明 
AN BEF, ANBEANF gs. 
FR, 4 站 灾 zCA4N 灾 s 获 证 ， 至 于 第 二 个 结论 是 因 上 述 过程 可 以 
逆转 . 

F)  AC(T=S}, ACF NF os, W YFEL, & 

E(f|F UCA) =E (FIF r)IICA). (11) 

这 是 因为 EUA |F a) = EC FILA) |F r). 


Be ee tee tne er Ae A AL INRANGE OMT OE Mer mE LTE edie T 
a em ee eRe te an re 





BD RAC{T<S}, ACH, M YFEL, A 
EIKA |F r) =B(B( f(A) |F a) Fr). (12) 
这 是 因为 VBEF,, BER ANBEF s, 有 


| EPAF du =| fdu 


ANB 


| EGF ddu | EFA F day 
nB -B 


| 
“la 
=| EEA) IF s)| Pr) du. 


从 而 式 (12) 获 证 . - 
hb) 设 T 是 任意 的 停止 时 间 ， 则 对 一 切 的 FEL, fr 关于 Fe 
可 测 , 可 积 , H l 


fr=E Fr), (43) 


JOR fr AEB a) noo fn = ECF] Fad) HA To) W HE be n. 
注意 


frw (0) = Do) T= HOUT =). 


这 样 对 复 平面 的 任意 Borel 集 B, 有 
FE (BN(T<m} = LU BMT =2)) EF m 


nam 


这 证 明了 fr 关于 可 测 ， 其 可 积 性 由 
| aans| ,lflan 


而 知 ， 至 于 式 (13) 的 证 明 , AMER PCH, 有 


oo 


| frtu= 2) 


nal 


fadut | fdu 


FACT =n} FLT =0} 


= fdu +f fdu 


> ， FOP =o} 





=| fdu =| Ed Fa. 


i) BET, S 是 任意 的 两 个 停止 时 间 ， 则 VIEL 有 
(fr)s=Sras- i (14) 
这 因 若 记 4= (T<S}, A = {T>S}. M A AEF: NNFs, H 
(fr) = EEC | F) F s) MIA) +1(4’)) 
= B(E(fUCA)| Fr) |F s) | 
+E(E(IH(A4) | Fr) | Fs) 
= frll(A)+fell(A) = fras- 
于 是 证 明了 式 (14), 其 中 用 到 了 式 (12). 

D BS 是 一 停止 时 间 ， 记 多 .=Fs,n, 20, RTE ATM 
的 非 负 整 值 函数 ， 则 局 = 二 S ENEFA} 的 停止 时 间 ， 
ARATE-NE} 的 停止 时 间 

证 明 <=: 我 们 有 


{T+S<a}= U ({T<m} 1 {S+m<n}). 


MA S+m 是 一 停止 时 间 , A {TSM CG, =F 6. my 
 (P<m} {8S +m<n} EF,. 
这 证 明了 了 十 5S —P RLF} OEE LA, 
过 >， 注意 {Tn} =(94-7<S +n}, BAR SET 与 3-+7n 都 是 
停止 时 间 , 由 上 面 的 性 质 e) 知 
{S+T<S8 +n} €F gn = Pr. 
IEA T TETRIS, EI. ll 
虽然 本 书 不 考虑 连续 时 间 参 变量 的 情形 ， 但 我 们 愿意 指出 
此 时 通常 还 需 假定 族 {F} 是 一 个 右 连 续 族 ， 这 时 的 停止 时 间 
T 与 了 前 o- RRA s 的 定义 及 其 性 质 是 与 离散 时 间 情 形 类 似 的 . 
同时 还 需要 引进 另 一 个 重要 的 子 9- 代数 Fs-， 
s JJ 。 





定义 4 WT ELA, BL Fr- BF HK SM 
ANQ{T>t}, Vt, VAEZ, 的 集合 生成 的 -代数 ， 

引进 这 个 c- 代 数 的 意义 在 于 Fe- CF re, KF Fv- 的 可 测 
性 是 一 个 比 Fr 可 测 更 强 的 性 质 ， 同 时 许多 与 联系 的 对 象 却 是 
关于 多 r- 可 测 的 ，。 如 : 了 总 是 关于 Fr AMAT >t} = 20 
{T>t}€F_-); (T<S\EF s- (A{T<S}= YJ (CT< N {8> 


r}, r 有理数 ); 以 及 {T= 00} ME fa] — AF ME ACH 7-, (A 
对 任意 的 及 FEF, 


FN{T=0%} = {| (FN{T>n)) EEF-, 
[2 


这 说 明 F(T =0} CHe-, Vt, RFN(T=eoO}CHe-, seen 
{T= co} 的 任意 多 可 测 子 集 属 于 史 r-, ) 


1.3 BL ECP) BR 


AAG BB A KER JLA BA HB A Be ILA ED E ot HO He Ee 
空间 时 要 用 到 的 基本 性 质 , EARE, CR RRA AE, BR ECT) 
Bh OC 

WCQ, F, 4) 是 一 个 完备 概率 空间 , Fr) BF 5H To- 
代数 的 一 个 增加 族 ,满足 A= V ,一 个 随机 过 程 9= Qn) noo 


称 为 适应 的 ， 如 @, 关于 F, WM, Ve, AERAR G 
L), WN On RF F a-novo 可 测 , Yn=0,1,…. 
定义 5 —-PREF n) no 适应 的 过 程 了 = a)n 称 为 一 个 
(KF n)a HR, 如 每 个 f 可 积 , A 
fn=B(frr Fn), n=0,1, +; (15) 
称 为 一 个 上 款 , 如 式 (15) 换 为 
。 12 e 





Fab (frril Was a=0,1, +3 (15) : 
BRA PRR, 如 式 (15) 换 为 
frSE fai tlFn), a= 0,1, oer . G5)” 


显然 ,f= FER, SHR- f= fan EPR, 

PAL x fCL EM fS EIF), We A Ee ARR ER, 
知 f= (fn)wz0 EPR, (di) :>o BP DEH RTF, 
ay, Vk=0,1,:, DAR F(d,|F%,_,)=0, VE=1,2,-°, WER 


` 
o 
` 


f= ORE = Zù jeer. 这 因 


Bf Fa) SHE Fr) = frai 


反之 , BTR S= a)na 都 是 如 此 产生 的 ， RKE 
di=Afi= fi fii 
便 满 足 上 述 条 件 , 并 使 


fo= Dade. 
k=0 


ERMC, GEL 中 正 交 系 ， 因 如 设 k>l, WA 
E(d,@,;) =B(E(dd| FP.))) = BLE (dR.)) =0. f 
所 以 , 每 个 L? pR CE MER EBT EH, 

RB ECP) RAAF. 设 f= Gr) EEN —P oR, HU 

1<p<o, ([fal?)noo Z— PR. A . 
(Fal? SIE (fa Fn) PLEG fnil” Fn). 

设 f= (fj),>。 ERER, 9(u) EEE A ma. 
(PFs) a0 DALE, ERE, Hid yE H plu) 的 逆 函 数 , 则 
y (o) 是 凸 图 数 ， 由 Jensen 不 等 式 , 有 

E (fasil Fn) =E OaD) | Fn) SO (BP (Fra) |Fa))- 

e136 





BF AR pao 是 增加 的 , ik 
PSSE (fn | Fn) ) Spo (EP (fasi) |Fn)) 
=E lolfa) | Fa). 
FEWER YS (On) EO ER, 

i f= a)n SEER PRR, pa) ERAS BE oh we. 

Pfa) exo APR. 这 只 需 同 上 一 样 (但 更 直接 ), 仍 应 用 Jensen 
不 等 式 . o, 
注 PRA nA eee A, m aE k mik 
(Fa) EAER ER, MC Sf PRR, Be AR p(w) = lul A 
不 封闭 ， 类 似 地 , LERA Be e BT A St PD 但 对 鞠 F= Ch) >。 
ME. MH olu), (Pha) avo BPR 对 一 切 四 函数 
P), Pn) noo EER, 无 需 增 加 性 ， 这 只 需 应 用 Jensen 不 等 
KES + HM BH, MARA ABR, 

Pl 2 考虑 概率 空间 ([0, 1), Z, dr) (BR Borel RBA, dr 
是 Lebesgue WE), ARF o- Rg BiFa KF, 是 由 
{PP} mW o- 代数 , 其 中 


rp =| J, i), j=0, 1, =, 2"—1, 
WI YfEL', Yn, 有 
2n- i 


EFIF,) = Dire, pfa). 
MÆ f My Walsh 展开 , 并 计算 其 2" 阶 部 分 和 Sela, f). 有 
Sa N=[ fet Dr 
其 中 zti 表示 将 r, t 二 进展 开 , 然后 按 位 模 2 相 加 ， 
(2% 0<t< i 
PO O 其 他 . 
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Sr(a, PUPP =2"[ Fat OUR) 
一 | Oey?) 
=EG|F,)U(FY”). 

由 此 说 明 CFF ,) BAY, TES: f Walsh 展开 的 2" 阶 部 分 
和 | 

这 种 联系 对 于 调和 分 析 的 更 一 般 情 况 仍 成 立 ， 设 XX 是 一 个 局 
部 紧 致 交换 群 , 它 有 一 个 由 紧 开 子 群 组 成 的 增加 族 X), WE 
下 述 性 质 : X 在 Xaa 中 的 指标 有 限 , B. 

UX/=X,， NX,={0}. 
BEG, iè X 在 G 内 的 零 化 于 ( 即 Gy= {tEG: (2, t) =1, VaEX;}), 
则 (GJ)) ES 递 降 , Gy， 在 G; 中 的 指标 也 有 限 , H. 
UG,;=G, NG,={0}. 

EM Q=G, F 是 G 的 Borel R, 4 是 G E Haar WE, F, 是 由 
Gy 的 所 有 障 集 (至 多 可 数 个 ) 生 成 的 -RE WMF) 是 一 个 增 
mE ENF BIL, V =F, 

现 将 全 测度 不 有 限 ， 但 on Aa BRL LE ZR H REAM F 
此 ， 注 意 每 个 (G, Fy, 1) 是 原子 的 ， 其 原子 就 是 C; 的 各 个 陪 集 . 
注意 ， 因 为 G, 是 紧 致 的 且 为 开 的 子 集 , 则 每 个 陪 集 2 十 G; 都 满足 
0<|et+G@,[<co, HBR, YFEL (G), E(f IF) AE TES 1+0, 
LEARE 


ENF NE= | fancy): 
z+ j 


sgal, FEDO) 





lI(G;) ¢ Ei 
= qg] O, rea Gh 


这 也 说 明 G 上 两 个 函数 EGIF) HT S 相等， 既然 C 是 


紧 致 开 子 群 , 故 








BER) (=D). 
这 样 
E(f|F s(t) = 1X5) f(t). 

这 说 明 条 件 期 望 算 子 Es, IEE TR X, 范围 上 的 Fourier 部 分 
”和 算 子 . 

特别 , 4G=D, 为 二 进 群 , SRF; 是 由 紧 致 开 子 群 

Gjy= {z= (x)Y: zi=0, i=1,2, +, J} 

的 陪 集 生成 的 o- 代 数 , 这 时 便 回 到 前 述 Walsh 展开 的 情形 ， 事 实 
上 , GEX RHFET X; 是 由 前 了 个 Rademacher MR 
1, 0<t<t, 


Do) 一 1 


=l, F<t<l, 
pit)= po 21 14) 
生成 的 子 群 , 它 由 按 Paley 排序 的 前 2; 个 Walsh 函数 
bot) =1, +, p- (E)E p(t) p(t) 

组 成 ， 根 据 前 述 推理 , YfEL'(D。), (Es,(f))^ 即 为 1 fy Walsh 变 
换 局 限于 前 2; 个 的 Walsh 系数 , 这 就 是 说 ，B;,( 有 是 了 的 Walsh 
展开 的 2; 阶 部 分 和 

鞭 论 与 调和 分 析 的 上 述 联系 说 明 由 fEL' ERI 

/Co Sfa=E Fn) 





的 过 程 , 不仅 可 以 形式 地 类 比 于 正 交 展 开 f = SUAS, BLL fe) 


实在 某 种 意义 下 相当 于 某 些 热 知 的 正 交 级 数 的 部 分 和 子 序列 ， 加 
论 中 的 许多 概念 与 问题 便 来 自 于 这 种 类 比 . 

定义 6 RILLO, HERRI = G), BIFL—supl fale 
若 1f| <oo, MUN FL? AFLG, AAT BLIEBA f= Cf) De 
MBR, 则 意味 着 存在 FEL, 使 fa= EGIF). 

注 “下面 讲 黄 的 收效 问题 时 将 会 看 到 , 当 1<p<co, 对 L 中 
AOR, LS, 就 是 极限 函数 fo 的 zz 中 的 模 , B Z 有 界 的 躯 一 定 是 
Le 中 的 摧 ， 但 ?一 1 时 则 不 一 定 这 样 ，Z AR ORBA RRAN 
FEL! BENTA [fehi <supl alo MT SEGA). F 


面 将 会 看 到 , 对 L ARMS) fE GeF), MERKIS o= 
sup! fal. 
定义 7 f= (frocio RAR BE, BPH), E Gaos 
Fé: BR (BE ERR, BOP BR), H. 
f= R>, ROEG LA), Van=0,1, +. 
注 RHE SHES LH), Vn, BE fa E Gal Fn), Yman, 
Vn, 





1.3.1 RR, ECR) RD 

BU FE Be AT 2 HBR CE, BR BD LAS RR. 

LCE) BRAY Doob 分 解 . . 

定理 1(Doob) 每 一 上 和 菇 都 可 表 为 一 个 鞠 与 一 个 非 负 增 加 
BMRB. Ae, BSP RABAT RH TRH TE 
增加 可 预报 过 程 的 和 ， 且 当 这 个 增加 过 程 4 满足 4,=0 时 , 分 解 
是 唯一 的 ， 当 上 GPR L 有 界 时 , 则 ACL! (从 而 A= (4,) 一 
致 可 积 ), HORF RRE L AF. 





证 明 (Qn) nao ERR, BOHN (Qa) 是 适应 过 程 , 且 
Qa E Quail Fa) 20, 有 一 0 1, =e 
我 们 有 : 


Q= Qot >) (0,-£(9,|F,-)} 


n~1 
DE., F,) =Ma — A,, (16) 
v=0 


M, = Q+ $110, — E, |F ,1)), Mi= Qo, 


vel 
外 一 】 

A, =DE, Q.F), 4o=0. 
v=0 


SER CM) ,>0 fz — i, F H. (An) apo 是 一 个 非 负 增 加 可 预报 过 
程 ， 由 此 完成 了 上 鞠 (9,) 的 所 需 分 解 . 


在 的 An 则 
Q.=M,+ A, 


当 要 求 4,=0 时 ,分解 是 唯一 的 ， 事 实 上 , 若 假设 
Q,=A,—A,=N,—B,,a=9, 1 +. 

则 M,—-N,=4,—B,, 2=0, 1.…， 这 说 明 Cf, —N azo 是 一 个 
使 得 M,—N, RFF... TAR, RAR A E 

M,—N,=ECM, -Nal Fa- = My-1— Na = Mo— No. 
因此 也 有 A, —B,= 4 一 Bo 一 0， 于 是 M, = No An= Bo 唯一 性 获 
证 . 

当 (@,) wwoL' ARH, 因 (4,) 为 非 负 增 加 的 , 同时 

E (An) -50 Q, -E Q, n lF,)) =E (Qo) —E (Qa) 


?一 0 


<2supl Q, l<, 


. 18> 





说 明 ALCL', A=(A,)— BOT, CM) = (+ An) ERRE CO) 
-BLAR l 
定义 8 一 个 非 负 上 著 (8,) no 称 为 一 个 势 , 如 果 (@,) 一 致 可 
积 ( 见 定义 9), 且 点 态 极限 8., 三 0，( 或 等 价 地 ,如果 (Q;) 在 工 ! 中 
收敛 到 0.) 
定理 2 若 (Q;) ,so 是 一 个 势 ， 则 存在 唯一 非 负 增加 可 预报 过 
程 (4.)u>o Ao=0, 使 得 AWCL', AL 
Qy= E(A,— An] Fa). (17) 
证 明 对 (9,),>。 作 Doob 分 解 (16)， 则 由 于 M;=@ 十 4 
Ma) noo E— AEG, RER EM) =E), BOB Mn) È 
ZL! 有 界 的 ， 故 由 下 面 将 要 指出 的 ， 点 态 极限 W。 存在 ， 既 然 由 定 
M 1, A= (4) 是 一 致 可 积 的 , 因此 M= (Ms) 也 是 一 致 可 积 的 ， 于 
是 由 下 面 定理 6 知 , M,=E(M.|F,), ER 
Q..=lim(M,—4,) =M a — 4., 
从 而 式 (16) 可 以 改写 为 
Qn= BQ Fn) t MaE Mal Fn) TEA — Arl Fa) 
= E(A,—A,|F,)- . | 
这 说 明了 任何 势 9= (@,) 都 可 通过 一 个 可 预报 增加 过 程 如 式 (17) 
那样 表示 ， 
现 证 过 程 (4,)w>o 的 唯一 性 ， 由 式 (17) 有 
Qni = E (Ao) Raat) ~Ansiy 
有 (@,， l Fn) =E (Aal Fu) — Ansi 
QuE (Qura | Fn) = Anpi — An 
这 说 明 (An)nso H CQu)aso 递 推 地 确定 ， 而 A= 0 正 决定 了 唯一 
t. I 
注 对 势 (9.)， 式 (17) 中 的 增加 过 程 4 常 称 为 与 势 (9,) 联 系 
的 古典 增加 过 程 。 





现在 考虑 L AR BY Krickeberg! ty Ak. 
定理 3 (Krickeberg) BE (fano ESHA, M Ga) 可 分 
解 为 
f= ff, 1=0,1,-, (18) 
Hp FO =F eo(G=1, 2) BAM, SAMASEL AR 
的 , 是 此 时 fO 可 以 选 得 使 
[fl=sup [fal tf Ph + (fr hs. (19) 
此 外 , 这 样 的 分 解 是 唯一 的 ， o 
证 明 ” 设 分 解 式 (18) 成 立 ， 则 因 BAL) = KO 不 依赖 于 
i=1,2, 故 
上 省 入 Ko 十 天 中。 
这 证 明了 f= (JED ARB, 
反之 , 设 f= GIAD BRB, ERD a0 Fr) 都 是 非 
SUF RCA pu) =u EAR, ARG =f), 并 且 
sup| fa hi <supif,] <20. 


对 固定 的 nn, 考虑 
fam Efim Fa), m>0, 
JamE (Si ml Fa), m0. 

EA, (San)msos (9nm)mzo 都 是 增加 过 程 ， 因 为 
思 =E Fiems Fa) 

=E(ECf emer |Faim) | Fn) 
SE (fiom) Fn) = fnm 

类 似 地 , 用 (一 所) REG), 可 得 Inne 29m. AE 

fami,  Gum7F@, ae, 


fr 显然 关于 F, TH, AAPL’, 事实 上 ,有 
© 20 « 





APh HIFP = limB San Fem) 
| slimB EC fanl |F,)) 
=lim| farm} <sup | fab (19)’ 
此 外 因为 
Fam gum= ES ien ism] Fad SE ninl Fa) = fa 
我 们 得 到 fS fF, 
BEC? Yoo (i =1, 202K, 因为- 
Famer HESS emer | Fn) = ECE Cfismes (Fad | Aud 
=E(fasimlFn)s 
令 m->co, 并 根据 条 件 期 望 的 单调 收敛 定理 , 由 上 式 得 
FP =E R Fa). 
类 似 地 , 也 有 
f= EG SNF). 
由 此 证 明了 L ARE f 的 分 解 (18). 
至 干 式 (19), 由 式 (19) 与 平凡 的 估计 
ECF ASEGO +I?) = KOFK® 
结合 而 得 . 
最 后 证 分 解 的 唯一 性 . 设 除 上 述 特 殊 构 造 的 (f°) 外 ,还 有 
f= tPS P= gP. 
则 fige. i 
fP=limE (ft,,| F J<limE (gh ,| Fa) 一 多 
MCIRE CG), Bie Son. (BA 
EFO+ FO) =supl fal = Bg +90), 
从 而 证 明了 用 三 外》 fP=9r. D 
推论 1 Bm L'ARTE, NIE), E 
. * 21» 





ÍaS gn, H. 
SUPE (ga) = sup (fi). 
证 明 完全 平行 于 上 述 定理 的 证 明 ， 因 为 上 述 证 明 中 的 主要 
部 分 只 用 到 元 BRR (Fa) 的 (所 ) EA L ARE PR 
实现 (万 ) 仍然 是 一 个 DL ARE PRR, EL g 是 增加 序列 
{9nm}m>0 的 极限 , 其 中 gam =E Sien) Fn). WG.) BAER, E 
[Jali =lim gnnl = lim fi snl = supl fal, 


KEAR TI h 是 增加 的 ， 至 于 f; 志 9。 是 因 
“BE(fisn| An) =Jnim, Ym. E 
BLE Kite ERR Riesz 分 解 . 
定理 4 设 f=(f,) 是 上 鞠 . 则 下 述 两 个 断言 等 价 : 
1) FET PRG), E Fan, Vr (此 时 称 (f;) 控 制 (g,)); 
2) 存在 唯一 的 分 解 
F5 fo tf, (20) 
EPP ETR, MIPE, 
证 明 B 2) Cf) ES — PR, BD So, 因此 1) 成 立 . 
现 证 由 DHH., Bech, ee FRG.) KUFER 3 之 
证 明 , 定义 
fum=B(frin| Fa). 
AUF mimeo 是 一 个 下 降序 列 ， 事实 上 , 因 、 
Somi =E farm | Fn) =E E nimel Farn) | Fa) 
SE ninl Fn) = fnm 
BER O) A PRR, ER, H g9, S fn 我们 有 


Ia SE (Inim! Fn) SE, fa iml Fad=fam<S a 


这 说 明 {f;.n}mzo 上 、 下 有 控制 地 、 单 调 下 降 地 有 极限 FD R 
PEL, 
+ 22 œ 





REP). KA 
fansi=E Crima] Fa) = EE Gnimil Fad) IF, ) 
=E(fariml Fa), 
令 moo, MR SLE SLF.) Awe OE BA, 
BLA fO=f,—f2, FEES) ENE. BER ISLS n 
IPSO BCE) FEB, SRR KODEER ATE 
证 明 EL), BH 
fP=limE (fom|Fo), 
EP) =limE (Ef n| Fo) =limE (fn). 
所 以 有 
Bf) = Ef, fP) = EG) EGY) 0. 
于 是 完成 了 (f%) BTR, Bik, ERA TRE MRE. 
最 后 ， 证 这 种 分 解 的 唯一 性 设 
Fr=fPtfP=gPt+g?. 
则 
fon=B(fun|F) =EL ntn Fe) 
=9P + EG? ml Fn) 
Ay m>, 上 式 左边 即 fP, 右边 即 的 )， 因 为 对 任意 势 (@,), 总 有 
limE (Qsml Fs) =0, Yn. 
这 是 因为 , 由 
EQaiml|Faim-<QOrim-sy Ym>1 
知 , {E(Qnim| Fnam-1) moi 2 —- BA BU, 并 且 点 态 地 趋 于 极限 0. 
政 | 
limE (Qnim| Fn) =limE (E (Qrin! Farm 1Fn)=0- M 


推论 2 每 个 非 负 上 挝 总 允许 唯一 的 Riesz 分 解 . 
证 明显 然 . 


rp tp A SE TI aE ANS PAL A ETE A AURORE T mae = ` 





推论 3 BP LAR LBC — A Riesz 分 解 . 

TH RGDJRL ARLE. OW SJB b AAR. & 
由 推论 1 知 , FEIER), ESI MAN fagh 这 说 
BY ERR.) Pinel ST — PP RRC Cg). eB 4 BSF) 允许 
Riesz 分 解 . 看 

注 Doob 分 解说 , 每 个 上 款 均 可 被 一 个 糯 控 制 ; Riesz 分 解 
说 , 每 个 上 拷 都 可 控制 一 个 款 ， 


1.3.2 ECP) RAT | 

Bie BULA, LCE ACID, hk, 首先 讨论 一 
下 过 程 的 一 致 可 积 性 . 

ELI D WTR BRKI- RYO, 如 果 


lim| jflau=0, YfEB (21) 
Cool {lfl>20} 
一 致 地 成 立 . 
引 理 1 D 的 子 集 B 是 一 致 可 积 的 , 当 且 仅 当 
supë (|f|) <29, (22) 
以 及 对 任 给 的 e>0, 存在 O>0, 使 得 
sup| \fldu<e, WFC, |F|<é. (22)' 
证 明 设 式 (21) 成 立 ， 则 VfEB, 有 
B08D=] og, lant| HIan<e+l 


这 只 要 取 C 充 分 大 ， 由 此 证 明了 式 (22)， 此 外 , VFCH, 有 


f, flap=| cos flant | nat le 


O 我 们 只 考虑 概率 空间 上 的 工 ! 的 子 集 的 一 致 可 积 性 , 
* 24 ， 





<O|F ++, 


这 也 只 要 取 C 充 分 大 ， 令 b<e/2C, 则 式 (22) 成 立 . 

RZ, 设 式 (22) 成 立 ， 则 由 

IIfISOH<ZECFL, 

知 lim|{|f|>C}|=0, x fEB 一 致 地 成 立 ， 于 是 式 CD 便 由 
(22) 推出 . E 

注 UF, 4} 无 原子 时 , (22) 蕴 含 在 (22)' th, 

引 理 2 LD 的 子 集 B 是 一 致 可 积 的 , 当 且 仅 当 存在 R'A R* 
的 凸 函数 olt), 满足 

lim 22 


io + 





一 50， Pt) <C plt), (23) 
并 且 使 得 

sup Elof) <0. (24) 

证 明 #4 e>0, F a= M/e, M=suph(p(lfl)). 选 C 充 


分 大 , 使 
p a, 


t 
40h, MERA UFISOQb, FI<@CFD/a. KERN 
有 . 





1 
fno fus f ,eda 


<” =e, YfEB, 
由 此 证 明了 互 的 一 致 可 积 性 . 


RZ, 设 B 是 一 致 可 积 的 . 选 序列 {Crlasos Co=0, 满足 C,> 
205-15 并 且 使 得 


«#25 。 


rr ec age AAU EIEIO PER ot EMRE NRT: HORE RACHA TIS TS 
Sa ee ae a ae - oe ene er: æ 





| Ifidu <27", WfEB. 
I FCR 

E Aa ~= [CaCa 定义 R EAX 
g(t)= Da), pl)=| gdt. 


WER gCt) 单 调 增 加 , po) Rs 又 因 limg(t) co, 知 


lim ~ (x) = 005 
ron F 
最 后 , 条 件 CC, > 2C,_1 保证 了 p22) <4y(a), 现 证 式 (24) 成 立 
Va. 


我 们 注意 到 
pla)lI lAr) <nall(A,), 
于 是 YfEB, A 
E (Cfi) = SEC EDUCLFEA, )) 


co 


SEE CAI ES })) 


=Y DEUH) 
= saps flan 

` ED+D BUD +L M 

of -WEL Sof 4 


引 理 3 {fr} Cl’, fafa e 
ARAS) 一 致 可 积 ， 
WE L' eh frof. W FEL, H YFEF 


证 明 i 
| Plans| lan+lp=-A 
由 此 即 知 式 (22) 与 CD 成立 ， 如 看 式 (22)' | 


* 26 ， 


任 给 e>0, FH 





N, (EÑ n>N M, 
| o. 
I-i; 
再 选 O>0, 使 对 一 切 的 FEF, |F| <ò, 都 有 


| fidu ss, f ifldu<t, 1=1, m, N=. 
r . r 


这 就 证 明了 | | falduc<e, Yn, 只 要 | FIK. 
反之 ， 设 {} 是 一 致 可 积 的 . 也 
Bl fa -f DSS AACR- du 


Ifaldu+ Í Iflap, 


| {tfyl>o} {1fi>0} 


根据 {f,)} 一 致 可 积 , 以 及 
fall {I fu] <C}) —FAC IF] SO 
有 界 控制 地 趋 于 0, 即 知 5(|f, 一 fi)->0. D 
BIRA HCL, fof, ae, WEL hff, 4B 
仅 当 |fh =lim| fall. | 
证 明 由 前 者 推出 后 者 是 显然 的 ， 现 只 需 证 明 由 后 者 推出 前 
者 .我 们 首先 指出 , hot, ae, DARIAN OU: TEHEL 
中 |f,|->|f|， 事 实 上 ， 
[fal +1f|=min( fal, IFD + maxC fal, IFD, 
以 及 
min(jfel,[fl)>Ifl, ae, 
并 且 左 边 有 控制 函数 |f|, 从 而 
E(max(| fal, (FL fh 
但 因 
lifl -Ifi =max( fal, IFI) — mind fl, IFD, 


ea 27 。 





XIE AT HEL’ hlf lf. 
又 由 VFEF, 


| lens| flett fal FI 


af BR. 这 样 应 用 引 理 3 即 完成 引 理 的 证 明 ， 量 
引 理 5 设 ffos 是 关于 { 史 joswsw M—-T PR 
(Fo =V, =F). Wl VAER, 


A| {supf,>4} | <| © feim (25) 


{supfn>+} 
41{inf fo<0|>| ftu- | flan. (25) 


证 明 对 任意 的 A 及 ,定义 停止 时 间 
ti 二 inf{n: f,>A}, 
v,=inf{n: f,<A}. 
则 
{rı <} = {supf, >A}, {r,<0o} = {inff,<4}, ` 


HA RAS <A, 这样 ,我们 有 
Al {supf.>4} | 


f.du =Í f. du 
{r<} 


<| 
{supfn>24) 
id + 


w 7 


=z] 


n=0 


func >| fad 


{ryan dirn? 


fod us 


| 
让 finf 刀 一 分 | 
fdu=| falu 


>| 
Lintfn<a} 
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= |, f.adu -| fody 


>| fodu-| if-ldn B 


ERS 设 /= (1)。, BREF} oo D ARR, W 

存在 /- ,使 
fafo ae, 
E E(/fol)<lim EC fal). 

证 明 由 定理 3 知 ， 每 个 L' ARE L ARE 
的 差 ， 故 问题 可 化 到 非 负 鞠 的 情况 ， 而 对 非 负 鞭 f= Cf), 我 们 可 
AREENA RITE e)n. 这 因为 

ein—>g, ae. <—> f,->f., aE., 
因而 我 们 便 将 问题 化 到 非 负 有 界 下 圭 的 情况 ， 上 式 表 示 的 两 个 收 
敛 断 言 的 等 价 推导 如 下 ， 如 看 >, IRRE, ae, BH, 
M farro 于 一 正 测 集 上 ， 但 因 (f) 是 非 负 软 ， 
BE(|fi|)=B(f,)=E(fo), 
而 由 Fatou 引 理 , 总 有 E(f..<o, BABA. g= 0 于 一 
正 测 集 是 不 可 能 的 ， 即 由 efg 推出 
—f, > logg, ae, i 

TEE- RS EEA AR PRR. BSH CE 
ARBOR, EECA L 中 的 ， 以 及 点 SOR f。， 因 为 
OBETY, ik EG) a <0, (AX am H 

OSESE —f2) =E (Ga fn)) + EC2fn(f, —fn)), 
以 及 
ECfm(Fn—Sm)) =E fmElfa— fm Fm)) 20, 
故 由 E(f2—f2)>0 推出 .BF((f, 一 fm)*)->0， 这 证 明了 ZL? 有 界 
的 非 负 下 献 总 是 在 L 中 收敛 的 . 
BLE A EMTA Fanno AY ERR (f, 一 fi) cnem， 对 任意 
«© 29 4 





的 。>0, 利用 引 再 5 得 
[{ max |f.—fil >e) 


<{{ max (fif) eh] + 1{ mia hf < el 


1 了 mr 
SEC fm Fel +E Fn Fel) 


2 2) 1/2 
< FEC Sn fil ) A, 
这 样 我 们 得 
| {lim fa— lim f,>2e}| 
<| (| {supi fo fil Sed} 
Kel n>k 
<lim| {sup| fa—fil 2e} 


二 人才 oo n 


<Ž lim EU fafa =0. 
mkeo 


H e 之 任意 性 , 知 fa 几乎 处 处 地 收 伍 于 某 个 极限 fo 

总 之 , 我 们 已 经 证 明了 每 个 L' AAR, BABAR fo T 
在 ， 且 由 Fatou 5AE fhs limfa. Ol 
”定理 6 设 (fw>。 是 一 艇 ， 则 下 述 等 价 : 

1) (jf) 是 L'h HBR, BN Fn) ocne Feith; ae 

2) 存在 如 引 理 2 PR, 使 sup EUD) <o 


3) fa) BOT RR; 

4) (fd L thie Se Hs 

5) (Ga Æ L' 中 的 Cauchy 序列 ; 

6) E(|fa])=limE (| fal) 过 co, Hp f 是 (fi) 的 点 坊 极 限 . 

证 明 2) 由 1) 推 出 是 因为 f.ELi， 这 时 存在 如 引 理 2 中 凸 函 
Bop, te EUD, CAH frl osne EPR, BLA 
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(PC Fel) o<nco HL FRR. HB, OC Fol <ECOC fol) Fn), bk 
Elo fal SECPCFfol))- 

此 外 , 由 4) dE 1) 显 然 . 

3) 与 2) 等 价 是 根据 引 理 2. 

人 与 3) 等 价 是 因为 它们 都 慢 含 L AR, 从 而 有 点 志 极 限 fe 
再 根据 引 理 3 即 得 . 

5) 与 4 和) 等 价 显然 . 

6) 与 4 等 价 是 因为 OAS LAR, 从 而 点 态 极限 存在 , 而 6) 
已 经 给 出 点 态 极 限 存在 , 再 根据 引 理 4 即 得 ， 量 

ERS 设 f= vaso EL 有 界 的 上 (或 下 ) 拷 ， 则 ff. 
点 态 地 成 立 , BEC fol)<lim# (| fal). 

证 明 利用 Doob 分 解 将 问题 化 到 L' ABR, 以 及 一 致 可 
积 的 增加 过 程 的 情况 . i 

EMC 设 f=(f,)。s。 是 一 个 上 (或 下 ) 园 , 则 定理 6 中 2) 一 
6) 五 个 断言 等 价 . 

证 明 这 因 2) 一 5) 都 蕴含 L! 有 界 性 ， 从 而 点 态 极限 fot 
在 .此 外 , 6) 中 已 经 给 出 f. 存在 ， 故 引 理 2, 3, 4 分 别 给 出 它们 的 
soy | 

注 对 上 (或 下 ) 鞠 ， 定 理 6 中 的 1) 不 再 有 类 似 的 结果 成 立 ， 
HAE“ (fa) ocnco 是 一 个 上 (下 ) 蒜 ? 推 不 出 fo 是 (f) 的 点 态 极限 
(如 令 (f5) 是 非 正 下 轴 ， 而 1。 三 1， 则 (f,) ocra EPR, fo 不 是 
(J;) 的 极限 ); 也 推 不 出 ( 户 ) 一 致 可 积 (我 们 即将 在 下 面 举 出 这 样 
的 例子 ). 

当 附 加 非 负 (或 非 正 ) 性 质 来 讨论 收敛 问题 时 , 有 如 下 结果 

定理 7 (EMEA LA GEE TM) MAA ASRS, H 
Cfrdocncn H&E CRR, 

ER ERER GOME L AR, 因 

2 3] 。 





Efa D =E Cf) <E (fo). 
故 f ATE. Wok VEF n 47 
|, fodu<tim| man<| fade. 
HIET Cf.) ox<n<= DA bik. D 
MEZE L 收敛 . 
定理 8 n)a EHR, HEEE HO RK p(w) ih 
是 


g (0) =0, lim 2) = 


使 得 supE(PC| fal ))<0o, 则 存在 点 态 极限 fo 使 得 


Bg(§ htl ))>9. 
证 明 由 sup (y(|fnl))<00, Safa) A L FH AYBR, dicot 
FABCO (PC fal) ocne ARH FRR. Abt 
SUPE (P(| fal) SECC fol) Slim E (pC fal )). 
因此 说 明 下 鞠 (p(|f1)) 满 足 


vp(|fal)-—>9 (|f.|), ae, 
limE (C| fal = B(gp(|f..|)). 


RADIE Amo fal) noo EARN. 





Oo 


bd 


现在 我 们 有 
B( wll |)) 
<E( p( 3| HIGHS- FIU] 





1 1 
ty [AMC fal S+S )) 
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<LE (| fall (fal <O}) -AICI fal <O})[)) 
+5 EC fal UC fal >CD)) 


HEE Fal NC fal >0))). 


上 式 第 二 个 不 等 号 的 右 端 第 一 项 因 被 积 函 数 有 和 界 控 制 地 趋 于 0, 
第 -… 项 因 (pt1f1)) 的 一 致 可 积 性 , 第 三 项 因 ef.) TA, 于 是 
得 


tim B( (4 1fa—fel))=0, 8 


注 特别 对 p(w) =w，1<7<co， 我 们 得 知 Lt ARRS 
是 在 L? 中 收缴 的 , 从 而 是 Le ob Hi 

现在 我 们 举例 说 明 LS Aa FARSI TEA EL? AAR, 

例 BETEA, 4 f= 27100, 2°), MGT 
tk, Bi 

E faal F= 2f? BUCO, 2-7-4) delo, 2°") 
=2°11¢L0, 2-1) = fu 

又 因 Bf) = 1, KI 忆 是 有 界 的 ， 其 点 态 极限 是 f= 0, T 
AKB, 不 在 Ls 
O 同 例 也 说 明 5: EROL Ooo MERRER g- 
存在 , 并 且 使 得 (gw)scs<- 也 是 上 (下 ) 献 , 它 也 不 一 定 一 致 可 积 : 这 
只 需 以 上 述 (fo) (或 (一 名)) 作 为 例子 ， 它 补充 了 定理 6 后 的 注 ， 

作为 本 的 结束 ， 我 们 继续 讨论 L 有 界 鞠 成 为 L PWA 
1 

定理 9 MSas LARN, & B=inf fm: |f) 
>n}, 则 (fo 一致 可 积 ， SAMY 
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_ timf | fr, |du=0. (26) 
n J (B_<o} 


证 明 设 (f,) 一 致 可 积 ， 则 根据 引 理 2 知 ， FEAR o 
是 式 (23), 使 得 C=supE(9(| fn) ) <0, BERR 


因此 当 u = nik, u eng (u), en >0, ik 


<eaf 


pCi fr, du 


Ry<o} 


| 


a 


<e, >| 
人 Jan- 


反之 , 设 式 (26) 成 立 ， 则 由 式 (26) 得 


nl {f*>n}| =n] {R <o} <] 


i ,PfrDap 


《 Rn=k 


,2 lf du<Oe >0. 


fa, |du—>0. 


(Ba< 
BER faasi EAF, BLE Doob 分 解 |f| = Mat An, 


注意 , 因为 f=(f,) BU ARM, MAL. RA Ga ft= 
sup! fal) 


| | faldu 
{lfml>n} 


<| falda 
{ fh>n } 


|e. Malay 
{ Basm) 


= faldut| fal lfa Dän 
(Byam) (RBg<m} 





=| Ifa, 12u + EC Mm— Ma IR Sm))) 
+ E((A,— Ar )II({R,S<m})) 
<| Ifa lën 
+BE(E((M,— Ma,) II({R,<m)}) (F r )) 
+ BE(AAI({R,< 0))), 
上 上 式 最 后 一 个 不 等 号 的 右 端 第 一 项 为 o(1); 第 二 项 为 
E((Mmar, —Mr PIR, <m}))=0; 
第 三 项 也 为 o(1)， 这 证 明了 (f;) 一 致 可 积 . 目 
近来 , Azema-Gundy-Yor'!! 利用 上 述 定理 对 冯 有 界 的 连续 
著 , 给 出 了 通过 产 或 及 ( 旋 的 分 布 图 数 表达 的 一 致 可 积 性 的 刻 划 . 
现在 我 们 对 第 七 章 7. 1 节 中 将 引进 的 正规 巩 来 建立 他 们 的 这 个 定 
理 . 
在 7.1 节 中 定义 的 正规 蒜 是 关于 (2, F, u, [Fabaro) RRR, 其 
中 子 o- RTF abana 具有 性 质 : 每 个 FCF, Vn = 1,2, +, 都 
至 少 有 一 个 GiCF a-is 使 F,CG,, 且 
[Gl <d| Fal, 


其 中 4 之 1 是 一 个 常数 .我 们 将 在 7, 3 节 中 指出 , 对 于 所 有 的 这 样 
的 正规 英 f= (Fa), 有 序 配对 (f*, S(f)) 与 (8(f), f*) 都 满足 “好 4 
REX", B GRES 5S(f))), 存在 a>>1 与 p>>0 的 一 个 收 
Se 0 的 序列 , 以 及 常数 esp dae, 满足 limeap 二 0( 对 固定 的 a> 


1), 并 且 使 
J {F° >04} | Saal {(F*>A}| + duel (SCF) >A} |. 
而 且 正 如 7. 1P RRHH, AEREE ARAE Et 
间 的 存在 ， 我 们 将 此 述 之 为 下 述 引 理 ( 略 去 证 明 ). 
引 理 6 考虑 如 上 正规 情形 . 设 (a)n 是 任 一 满足 yo=0 


Rave 


FRR FRE me a ROR REY tae e mete = = = aaa em an NTE me D S en 





的 非 负 适应 过 程 ， 则 Y4>0 ZEEE aj T, 使 得 
PSA, {yn >A} C{T<m—}}, 
|{7<m—1}|<d|{ya>a}|, Wmez". 
对 于 任意 的 非 负 随机 变量 f, 记 
@,(f)=supal{f>4}|, 9 (f) =limal {f>4}1. 
我 们 先 将 Azema-Gundy-Yor 的 一 个 命题 引述 为 一 个 引 理 . 
引 理 7 设 非 负 随 机 变量 的 有 序 配 对 (f,g) 满足 “好 4 不 等 
A”, 则 
0.(f)<ap la (1 — eap) 0.(g), (27) 
Of) <ap da p1 — EEn) 0g). (27)' 
WR 记 OCA=Al{f>4}|. We“ A REA’, A 
OCGA) <8 4, OCA) +apB da,69:(9), 


(A) Sten A )+ O09) < 


< (eap) 0 (Z) 00 十 Geunp 


tt (aea e)” O Cg). 
E B >00 充分 小 , E aeaa <1, 4 n ->co, 则 得 
6, (f) =suph (4) KCal —QEa, p) 0 Cg), 
这 就 证 明了 式 (27)， 
车 A2(g)<00, 则 0,(g)<0o, ie OF): G) <o, hk 
4 不等式" 得 
0.¢f) <aeg, p0 f) + op da, s929). 
既然 0: (f)<co, 这 便 得 到 式 (27) .时 
定理 10 itfa 是 上 述 正规 缺 ，L' 有 界 ， 则 (fw) 一 
致 可 积 , 当 且 仅 当 
limå| {f*>4}|=0, (28) 
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或 等 价 地 
lima] {S(f) >A} | =0. (28)' 


证 明 EAG 8(1)) 与 (3( 胜 ,六 ?都 满足 “好 4 不等式 ", 引 
理 7 指出 式 (28) 与 (28》 是 等 价 的 ， 故 只 需 对 f* 证 明定 理 成 立 , 
设 (f) 一 致 可 积 ,定理 9 指出 式 (26) 成 立 ， 故 
n| {f*>a} | =n] (R,<c0} 
<] lfaldp=00), 
这 就 证 明了 定理 的 容易 证 明 的 一 半 . 
EZ, BRODERE. EHRE f=) WE fo=0, Ht 


FE FILE Cl fal avo 以 及 =n, 如 引 理 6 p IBR ERER Rn. 
则 式 (28) 便 给 出 


| [Pin duel (R, <0} 
<én| {f*>n}| =0(1), 
这 说 明 一 个 形式 上 类 似 于 式 (26) 的 等 式 成 立 ， 只 是 其 中 出 现 的 停 
止 时 间 不 一 样 ， 但 性 质 类 似 ， 现 在 剩 下 的 证 明 便 是 类 似 于 定理 9 
中 相应 部 分 的 证 明 . 
概述 如 下 ， 设 (| 1) 的 Doob 分 解 为 | 和 | = Ma 十 4n， 则 


| pnlans| | Unlaa 
{ 了 ml (f*>n} 


<| [la 


{En<m-1} 


| i } [fi,l dk 
t+E(ECMn— M5 )1IC{R,<m—1})|Fz,)) 
+E((An—Ai)II{RSm—1}))=0(1). E 

注 1 在 A-G-Y591 中 已 举例 ， 说 明 L ARE CERE A.E 
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L) 这 个 条 件 不 能 去 掉 ， 但 连续 性 这 个 条 件 是 否 也 可 去 掉 却 不 知 
道 ， 对 离散 有 时间 情形 , 问题 也 是 一 样 的 , 即 不 知道 正规 性 这 个 条 件 
能 否 去 掉 . 

注 2 “这 个 一 致 可 积 性 问题 与 古典 Riesz 兄弟 定理 密切 相 
关 ， 与 责 对 应 的 是 调和 函数 族 ， LK! 有 界 性 对 应 于 这 些 调和 沙 数 族 
是 一 个 有 界 测 度 的 Poisson 积分 ， 一 致 可 积 性 则 相应 于 这 个 测度 
关于 Lebesgue 测度 是 绝对 连续 的 ， 关 于 此 , R F. Gundy, Yaro- 
poulos" aA ttt. 


oe t id 

1.1 一 1.3 节 这 三 节 中 的 结果 大 多 是 已 有 的 , 此 处 只 是 综合 
归纳 可 参见 Dellacherie-Meyer"'”, Doobt™, Rao’ 以 及 
Yen's 

1.3.2 FL’ ARRM a. e KARES, ， 原 来 的 证 明 是 
利用 Doob 引进 的 “上 穿 数 ”的 概念 ， 此 处 证 明 本 质 上 属于 RR. 
Isaac, 引 自 Rao", M 9 ÆG. Johnson-L. L. Holms 关于 类 DD 
ERR, 以 及 K. M. Rao' 关于 拟 靳 的 对 应 结果 的 改 述 ， 定 理 10 是 
由 本 书 首先 给 出 的 ， 
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第 二 章 H, Bol) 


本 章 我 们 开始 讨论 著 的 最 重要 的 一 类 空间， 即 H, 空间 ， 但 
?1 的 情况 仍 留待 以 后 讨论 .2 之 1 时 有 很 多 很 重要 的 内 容 ， 如 
Fefferman 不 等 式 、 Burkholder-Gundy 不 等 式 、Davis KEK, 
最 重要 的 是 第 一 、 三 两 个 不 等 式 ， 至 于 第 二 个 不 等 式 , 它 包 含 在 第 
四 章 要 讨论 的 更 一 般 的 甸 - 不 等 式 理论 中 ， 但 在 本 章 对 它 仍 给 出 
一 个 较 直 接 而 又 简单 的 证 明 . 这 对 于 刚 接 触 , 观 论 的 读者 似乎 
是 必要 的 , 并 且 因 为 在 第 四 章 又 需要 用 到 它 ， 此 外 与 HK, 我 
们 还 将 初步 讨论 H, 的 某 种 意义 下 可 预报 的 子 空间 ， 并 且 初 步 
接触 原子 概念 ， 以 及 简单 地 介绍 一 个 很 有 效 的 方法 一 一 著 变 换 
方法 . 


21 几 个 定义 


RO, 了 ,4) 是 一 完备 概率 空间 ，{ 字 ,},>。 EF 0- 代 数 的 增 
加 族 ， HEA se, 且 F= VF, EH SS) 表示 关于 


(QF, p, {Fn} AR. 为 了 简单 起 见 , 在 这 一 章 中 , REF, 
是 平凡 的 ( 即 由 所 有 零 集 生 成 ), 并 只 考虑 fo = 0 的 蒜 ， 一 般 地 , 这 
只 是 非 本 质 的 限制 并 不 影响 结论 ， 若 此 假定 影响 某 些 结 论 时 我 们 
将 立即 指出 . 
定义 1 HRR f==(f,),o, 记 
"= suplf,l, fr=fe=suplfal, 
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a 720 
s.c)=(S1a4.t") Af=ff,), 


S(f)=S.(f). 
FRA f ORKER, SCP) BR FSRA., 
定义 2 ”定义 靳 的 几 个 空间 如 下 : 
H,={f=(f,): f*EL?), 
Iflz,=Iftl, 1<p<co, 
A,={f=(C,): SPEL), 
iflz,=ISQI,, 1<p<oo, 
K,={f=(f,): Av>0, vel’, 使 
Ef faal IF LE F), 2=0, 1, =), 
Vfl,=inf {lyl,}, 1<a<p<oo, a0, 
BMO, =.K.. 
注意 , 根据 约定 了 -1 三 0, OK, 的 定义 中 条 件 4=0, M aK CLE 
Sh FERH f). DiE H, BMO, 都 是 Banach 空间 ， 下 
面 将 证 明 , 当 1<a<p<oo, H,=H,=.K,, LERS; BMO, 
范 数 也 等 价 , Ya 之 1. 
BY 当 考 虑 在 [0, 1] 上 的 二 进 持 情形 时 , 上 述 概念 均 与 对 应 的 
古典 概念 吻合 ， 如 


r=) 
soa] om) 
(其中 y 四 是 Paley 排序 的 Walsh 函数 系 ), 以 及 
Iflowo,~supry7| If~ fil dy, 





3 


5 C,H, (2) 


b= 207141 
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只 是 其 中 出 现 的 了 不 是 任意 区 闻 , 而 是 二 进 区 间 ， 


2.2 极 大 算 子 、 均 方 根 算 子 的 能 (1 1), 
Doob 极 大 不 等 式 


下 面 出 现 的 不 等 式 , 大 多 数 可 以 先 对 有 限 讨 ( 即 在 有 限时 间 停 
止 的 身 ) 证 明 ， 然 后 再 过 渡 到 极限 即 可 .特别 涉及 L' 有 界 蒜 的 范 
数 不 等 式 更 是 如 此 ， 这 样 便 可 回避 无 穷 级 数 的 收 钱 或 可 积 性 问 
题 ， 以 后 我 们 这 样 做 时 , 不 再 另 加 声明 . 

定理 1 极 大 算 子 是 定义 在 LZ! BH LL, DMRS. 

证 明 设 f=(f。) ZUAFR GR. LSB ARR f= 
Cfmandm>o, VA>0, 3E MEIER TO 

v,=inf{m<a: |fm| >A}. 
BLA {r <00} ={fr>A}, ARIF. MIC r,<00}) SA, 那 末 


APM acf, [Felden 
l 
< 天 | [frla () 


LERE PAAS B—PAE APR, 
因为 当 n>, fz f*, a. e, RAVE 


>a) <psup lh = Zh (2) 


于 是 定理 得 证 . I 
注 1 WL PRR, 我 们 可 得 一 个 更 强 形式 的 弱 型 结果 ， 设 
f= DEL, WAA farfan f E L h, BAOD TA 


© 注意 约定 ; inf 他 = co。 
，A1 。 





+ 1 ' 
I>A f, p Ilda (2) 


f*> 
下 面 我 们 要 用 到 这 种 形式 的 弱 型 结果 . 
注 2 因为 式 (2) 与 (2) RABI EHP PR. AUK 
(2) 与 (2) 不 只 对 L' ARR Mor, 对 L! 有 界 非 负 下 对 也 成 立 . 
现 证 均 方 根 算 子 的 弱 (1, 1) 型 .人 先 证 一 个 引 理 . 
- 引 理 1 ifea) Pik f= EA D AFR, RL’ 
AREA PRR, MARERE x =inf{e: [fa] >), 总 有 
IS. +f ali S28 AFS a DSA fl (3) 
证 明 ”只 需 对 有 限 款 证 明 式 (3) 即 可 ， 事 实 上 , FRL 
ARR f= Same BRIM = (farn), 以 及 对 停止 时 间 r, 定义 
T,=7, H rn; T,=, Bron, Mil 
和 (24 
令 n> 即 得 式 (3). 现 考虑 有 限 扫 了 = (f,)， 我 们 有 
18.1 E+ feu? 


= Sif Fs Fev 十 了- 
= 2 frais Bfe 
Df tf hth. 


= Shea fos ~ fir) 


+ Hf) 
k=l 
+h Fath Feo (4) 


TER B CEST PERF F,- 可 测 的 , 从 而 
+ 42 > 





(Eh aiH) 


b=1 


-=z(D HCAS) Gaa ) 
bhul 


= ZEAUIARE PB r fil F) 


B=1 
f< 0, SHER FR, 
=0, RRR, 
类 似 地 也 有 


r <0, 对 非 负 下 款 ， 
Set GiB) | 7 


=0, tik, 
那 来 
E( S, l+ If] 
SEF Fei tffe) 
L28 fefe) 
<24E (f. D24. D 
定理 1 均 方 根 算 子 是 定义 在 Z ARR LOB (1,1) 型 
BT. 
证 明 如 引 理 1 中 那样 定义 停止 时 间 +. 注意 当 r= co， 
Sa =S. RRA Sa 


{8 (fy>4} I 
<|{8.-:(f) >A, 7 =00}| + | {r<co}| 
1 2, 1 3 
El, +H <h. (5) 
定理 获 证 . 量 
定理 2(Doob) 对 L? BHR f=(f,), 1<p<oo, BA 
«rep yy. (Lyle 
ULSI LSP IL, (Sty 1). (6) 
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证 明 只 需 证 右边 不 等 式 成 立 ， 将 式 (2)' 两 边 对 4 积分 得 
[fr edu=pl aif >a ida 


< 中 和 flaw 


cp¥>a } 
=p | fra 


a 
F 


<p Ifl |, fran). 


因为 总 可 设 
E(f*?)<0o (WE % BAR), 
于 是 证 明了 式 (6) 成 立 , E 
注 A IER PRO RART BERD, 8) 型 的 . 


2.3 H, i) XHB, Fefferman 不 等 式 


本 节 将 证 明 A, (下 面 将 指出 它 就 是 Banach 空间 五 ?) 的 Ba 
nach HRE Kr, l<p<2, EA ==1 时 的 特例 ， 即 得 Feffer- 
man 定理 : Hi 二 BMO(=BMO。，Ya 之 1). 

定理 3 设 fEH,,1<p<2, gEsKy (fy=go=0). M. 


EPO EV Eile (1) 


证 明 既然 


Bars 


故 由 8(f)EL? 知 每 个 f.EL?; 同样 对 CLK,’ ,由 


|Apsl = [Elp pai | Fa) |? SEP Pril Fn) 
. 44 hd 


fal = 








<E(y"|F,), 
tA. <Ivi (R r >2), 
说 明 每 个 PEL”, WE EFA.) 以 及 EAS. Ap,) 都 有 意义 . 并 
且 由 下 述 正 交 性 质 : VfEL?, PEL”, u>v>n, 
E(Af, Ap, F) =E(Af,E(Ag,|F,) | Fn) =0, 
我 们 得 到 等 式 








E(F@,) = 之 B(Af, Ap,), (8) 
EAEE OTAGA (9) 
于 是 便 有 
EGP l= D (Af, S, GE “Bp, s, (7) 全 ) 
<[Z rassa | 
2 2 zn |? 
[È raas | 
=VAVB. 
利用 初等 不 等 式 @ 


(EFF S,- FVS, (f)?? <$, (f)*—S,_.(f)"), 
则 得 


ASS SIEP 8,- PAE). 


© 因为 对 <c 科 1 魏 p, 有 
p* —12a(p—1)p*, 
= p=8$/8;-u a=p/2, NA, 
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为 估计 B, 记 8,=52- "一 S53-f， 注 意 畴 S, 不 减 , 以 及 P<2. io, 
非 负 , 因而 


B= DIDIE Q, Ap, 1d 


y=] #=1 


=D DE (QE C Ap, IF) 


Kaly=pe 


=DE (QE (papri |Fn)) 


< DIE QE | F .)) = ESS?) 


2-7 i 
KESZ) P BO) T. 
于 是 得 


IEG pI ronen FEC) 
9 7 : 
=,/—I[SI, p's 
Vs 


BaP) <2 iola A 


注 根据 上 述 定 理 ，: 灭 "的 每 个 元 素 m 都 可 以 产生 A, 上 的 
一 个 有 界线 性 芒 函 : 
1( 四 =(f, p) =limE (fn), 


2p-2 
2p 


B 


IP) ENEA 


这 里 (fn) = D>) EC(Af,Ag,) 的 极限 存在 , 是 因为 31B(Af, Bo, ) 


是 绝对 收敛 的 
上 注 结论 的 逆 也 成 立 , 从 而 A, 的 Banach 对 偶 就 是 Ks 现 
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FE BT Aa ik A EBA, Fefferman 证 明 i= BMOE 
将 H BADEKAR, ATMA Be, BL: 
泡 制 . 

记 SO, 表 随 机 变量 序列 0= (0,, 0,,…) 的 Banach 空 间 , 范 数 
为 ， 


ller, =z([ > ia? y7, 


引 理 2 FUORI, kiA RREZ MB, 1<, 
则 存在 cE 路 yw' 使 


1(0) = S85,0,), (10) 
sy=1 
lol gw, <, (11) 


证 明 人 先 设 p>1. VfEL?*， 考 虚 06= (0, =, 了 ,0,，…)， 其 中 
0, = 了 , 0,=0, væn. & la (f)=16). Sill 
HAISHI. . 
因此 存在 OEL, (EL, A =EG,f). LO) RR, ah 
有 满足 0, =O0(Vy >n) fy 6, 都 有 


1(6) = D8(5,0,). 
现 选 7 
0.=0( Slot)» 
代入 后 得 
a( Sot)’ Vues yy”, 
[£i PN <p. 


vy=1 
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A n>, HFA (0, oo EPHE p. 

4 p=1 了 时， FEFE, >11, HIRA EE kh. He 
WY, 上 每 个 有 界线 性 泛 函 l 也 在 ,上 产生 一 个 有 界线 性 泛 
K, KEEFE o==(o1, 02, +) TRB 


1(6)= B18(5,0,), 


olga Siil, Y<. | 
这 样 必 有 


(Zie $| <. I 


引 理 3 设 4 之 2 o= (cb Oz, …) 是 随机 变量 的 一 个 序列 ， 满 
Æ 


a([> lo.1* {F <e, aa) 
an PF BR p= (Mn) n>d0, 


n 


pa= > [E0 F,)—Elo, |F, 1)]; po=0 


=l 
是 2K, 中 元 素 , E 
bol 29’ B. (13) 
证 明 Bik p=.) RETR, vart] 时 , 有 
E(| Ap, | Fn) = EE Ag, PIF, DIF.) 
= E(\E(o,|F,)|?—| E(o,|F,-1) NF) 
<E(E(\0,\7|F,)|F,) =E(\o,|"|F,). 


g=(S1o.18), g* =supl (9| Fa). 


“ys 


既然 JEL", q>2, 由 定理 2 知 , g"CL*, Blg” lesg late. 因此 
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[Aga |?= |E Con] An) |? + |E Conj Fai)? 
—E (On| Fn) En Fn) 
~E (Tn) Fn) E (On| Fai) 
SB(|osl Fn) +39"%. 
因而 


DEC Ag, IF) 


< DIAC, || Fs) +3H(G"? | F) 


<AE(g**|F,) =E((29")?| Fa). (14) 
特别 说 明 p= (p,) 是 L? hit, H 
Ep- pail FASE | Fs). 
从 而 证 明了 pE:Ke H. 
lol r< 129* lh <20 Ig <27 B. E 
定理 4 设 1 是 犁 ,(1<p<2) 上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 则 存在 
PEK y 满足 UG) =limE (fapa), H 


[ol .x<2p UI. (15) 


证 明 A BASS, TS, ChA A AS PP o= 
(91, Oa, …) 构 成 , 其 中 
0,=E(F|F,)—-E(F|F,_1), Vo, A FER, 
7 (用 定义 了 这 个 子 空间 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 (因为 及 ,是 等 范 地 
RA FE), 由 Hahn-Banach 定理 ,我 们 可 以 扩充 它 为 路 ,上 
的 线性 泛 函 ( 仍 记 为 1), 且 保 持 同样 的 界 . 由 引 理 2 知 ， 存 在 oS 
PE p, tE 


1(0) = B18(5,0,), 





Blol>r, ll. 
特别 地 , 取 O= (8, 6;,…), 其 中 
0,= EIF, EIF, i), vn 0,=0, Vo>n, 
WEP f= UDCA, BRK 6 也 可 写 为 
0, =B (fu F, ) -Efn F, 1), Vr 
那 末 我 们 便 有 


(fa)=1(00) =D E ELEGA FE GAF,- DD 


= EELEE, IF) -EEF ,1)). 


v=l 


RY P= (Hr), 
p= XEO, OE AE 

则 Uf) =E Capa), BBIE 3 知 , PEK y, Lele, <2P1. 因 
It-tiz,=El( D 1a Po 

故 IERE IA) = lini GP). A 


2.4 Burkholder-Gundy AK, Davis 分 解 ， 
Davis 不 等 式 


Burkholder-Gundy 指 出 ,对 1<2<co, fla, 一 Ha 全 
Davis 指出 |fiz,~~1fis.. 后 者 是 一 个 更 为 深刻 的 结果 ， Garsiar 
指出 了 一 条 通路 : 

Fefferman RAK 一 > Davis PHA 
=> h 中 -不 等 式 (包括 B-G FA), 
» 506 





这 一 章 我 们 将 介绍 这 个 通路 ， 但 是 我 们 是 将 它们 分 开 来 讨论 的 ， 
这 样 便于 在 得 到 B-G 不 等 式 的 同时 也 得 到 了 万 ,的 其 他 等 价 刻 
划 ; 在 得 到 Davis 不 等 式 的 过 程 中 顺便 介绍 Davis 分 解 ， 这 是 一 
个 有 独立 兴趣 的 结果 . 

我 们 先 对 p>2 建立 B-G HBR, 

5 引 理 4 RR f= (f.) 2K, 2<p<oo, fe} A—-P> A 
RAPA, MK 到 自身 的 算 子 : 


T,f=g= (gr), gn= > yesAfs, go=0, 
满足 


Inve) Fifth. (18) 
证 明 g= Gn) BARA, 且 gEzK,。 因 


Elg gril F) = DBC Age |?| Fs) 


ken 
= SUE CAF I? | Fad = Bf fail l Fn). 


现 设 ” 是 任何 一 个 非 负 可 测 函 数 , 使 得 
Ef- fail FEF), Vn. 
对 任意 的 ADO 与 待定 的 w>0, 定义 停止 时 间 
r,=inf{n: |gq|>A}, 
za 一 inf{2 |g |> (@+ 1A}. 
则 r <ra Kl ri <co}EF, CH, 此 外 有 
{g*>(a@+1)4} = {r,<0}C {r <0, CO ZI 
记 oA) =i {9*>A} |. 则 有 
ODA SF) 19a Guns! 


s S526 





i 23 
=> E(¢--q¢._.. F, d 
Ehia | (g gr, :| a) | u 
<af BU 9—9.,-111F.,)du 
{ri<m} 


= 天 | BUg—9.,-1171F.,du. 
4 © (ry<00} 


既然 对 任意 停止 时 间 r, 有 
BC 9— 9.111%.) = BS) g-ga (te=a}) |F,) 
= DIE 9-Gn-1|?|F Arn) 


= STE F—fa-|?| Fn) Cr =n}) 


=E f -fa I FSE OEF., 


也 就 有 
oat DD Pl, aa, BOF UH 
1 2 
=i dus. 
在 {1r4<o) pee 
从 而 
p| arto Cat DDaa 
D 
<f a-f s Pdyda 
0 {8 >a4) 
— Pf (u 
=a (5) yen 
Pp 1 * 1 2-29a, }2 
S52 grils ed ba 
此 即 








BUR a= p, 得 


hl Fs 


定理 5 ”对 2<pcoo, 我们 有 五 ,= 各 ,=2K,， 并 且 三 范 数 等 
价 . r 
证 明 因为 
ECS fa 1 Fn) =E SS)? —-Sa if Fa) 
<ECS(f)"| Fa), 





3 
lg9*l < eP alflix, B 


以 及 
Ef- fa- F KEFF), 
从 而 证 明了 H,C.K,, H,C.K,. 
利用 引 理 4 证 明 相反 的 结论 ， 首 先 取 es=1 T, ERT, 
则 得 
fb Je Ps “flee, 


其 次 ， 令 eri), ceo IJ 上 Rademacher HAR, 由 
引 理 4 推出 


. PALON flay 
特别 地 ， 
| Ema HULO, 
从 而 
|h [EnA] tauco, 
但 因 l 
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| Safeco) |’ a(S |Af.(@) | 中 
我 们 得 到 
ISA) Lso({ | i ,En aro ga y 


<C,| fix, 
于 是 证 明了 2K,CH, 45 .K,CH,. D 
注 1 XEL, 1<p<2, 通过 先 对 有 限 著 的 讨论 ， 可 知 7,f 
也 有 定义 , 并 且 
CHFLSIT FLs<CIFL,®, 1<p<oo, (17) 
只 需 用 到 了 ,是 自 伴 的 且 满 足 T?=IT， 事 实 上 , 设 l<p<2, HR 
je 是 一 个 有 限 蒜 , 则 由 自 伴 性 知 , YgEL?', 有 
LETNI = EGT DISIT. gl <C lll. 
Ame T IT. £1<Cifl,, 对 有 限 靳 EL, 1<p<2, 由 连续 性 可 
将 了 , 推广 至 整个 L, 1<p<2. FRA) ZHU 1<p<oo 
成 立 ， 至 于 式 (17) 之 左边 不 等 式 , 由 7T?=7, 即 知 
fle=I7.7.f]<CIT fle, 1<p<oo. 
注 2 ”特别 地 , 上 述 注 1 说明 
CIALIS ALSC» 1<p<o. 
定理 6 (Burkholder-Gundy) 对 1 二 yp 二 co, 有 
I ~ SC ~ fl 
证 明 这 是 定理 2 以 及 定理 5 后 注 2 的 结果 O 
类 似 于 引 理 4 的 证 明 还 给 出 互 , 的 另 一 个 等 价 刻 划 , 即 


D 本 书 中 常数 攻 字 母 C 等 表示 ， 当 有 附 标 时 吉 示 它 依赖 附 标 所 示 的 参数 ; 不 带 
附 标 时 , 它 或 是 绝对 常数 ,或 仅 依赖 于 不 重要 的 参数 . 值得 指出 的 是 , 如 通常 一 样 , 同一 
字母 可 以 表示 不 局 常数 , 即使 在 同一 地 方 ， 
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H,~aKy 1<a<p<oo. 
定理 7 tt l<a<p<oo,H,~,K,, H. 


pith SIP (EY A, (18) 


证 明 ”左边 不 等 式 显 然 成 立 ， 右 边 不 等 式 的 证 明 如 同 引 理 4 
— FE, 考虑 停止 时 间 Ti 与 To, 得 
oat DD<z| 





| [ff 一 大 -284 


{rixe 
{ 


A 
<i a 
Sy y'du, 
t<% 上 


Fi<peat Dra | ydudA 


(f*>aa} 

CP nal e*ir-atata 

; Sa? 有 

t/a 
Coe A 
现在 讨论 p=1 时 的 Davis HEX, 
中 9 与 hi Cid dn =Afn= fn fai) 
9=(gn), |Ag, | <4dž i, (19) 


t=), B(A ante"). (20) 


证 明 对 f=(f19, fnidn F 
k=1 


Aga = dnl ({|dy | <2d%_,}) 
-EHIE | <2d*_1})[F,-1), 
Ak, =d,11({|dy |>2d%_1}) 
. -Bp | dy [S2 FD). 
显然 有 |Ag, |<4d3_,. Heb, 由 于 





|da | II({] dn | >2d5_1}) 
<(2}d, | — 243 H Uld, | >24 
, <2d* — 2d}, 
因此 
BCD Abel <E EGA WC dy |>248-3})) 
<A Edt) 480). I 
定理 8 (Davis) WHAM f- (fa) 都 有 
Cif LIS LSelf hh. (21) 
证 明 HERA f= (f;), 有 
a*<min(2f*, S (fY). 
SAS f ty Davis SAR f=gth. 对 及 有 容易 的 估计 


max(h*, sa) <S | Akal, 
1 


max(E(h*), ESDS >) E(| Ak, |)<4E(d*) 
1 


<4min(2E(f*), ES (P). 
现 看 对 9 hti. TERME RR g= (9 )， 以 及 对 任意 
停止 时 间 r, EER 


g® = (gans Jro 


Ioar = DHC AST}) Ag, 


k=1 
都 满足 
9 "=suplgnA:| =suplgn|=9°, 
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8 (9) =(S1 Sr IA) 


=(S nl?) =s.. 


现在 我 们 利用 9 的 可 预报 性 来 定义 合适 的 停止 时 间 *、 注 意 
19n | Iž- +405 _1= Pa, 
定义 停止 时 间 , VA>0, 
l r=inf{n: p,> A}. 
则 有 
| {5 (9) >A} |<] {8(g) >A, r= 00} | + | {r<00}} 
<1 {SQQ) >A} +] {r<09} | 


<FEC.) +l{r<o0}l 


= 让 E(lg™) +1{r<o0)l. 


{r= o} C{p* <A} Cig* <4}, 以 及 
Ig. [WG r<00}) <p,.T1({e¢<00}) <A, 


于 是 
1(S@) > 入 | 和 下 | gw+2lfr<oo)l 
1s(g) hs<|， Flute g*dudAt+Clg*h+Cld*], 
<Clg*hi+ FOL. 
类 似 地 , 根据 


an-l 1/2 
84(9) =(S11 Agel?+ 14gal?) 


<S,_;(g) + 4d*_1= prs 
定义 停止 时 间 x= inf{n, p,>A}, 可 得 


kad 
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Ig*hx<ciS@h+cls( hh. 
由 此 综合 即 得 
E(f*) <E(g*) + E(h*) <CE(S(g)) +CECS A) 
<CE(S(f)) +CE(S(h)) <CE(S(F)), 
E(S(f)) <E(S (g)) + E(S(h)) SCE (g*) + CECH") 
<CE(f*) +CE(h*)<CE(f*). ¥ 


2.5 从 Fefferman 不 等 式 到 Davis 不 等 式 


本 节 介 绍 Garsia BBA wi: 
Fefferman AYR 一 > Davis REX 
=> h -不 等 式 , 
三 四 -不 等 式 的 最 终 建 立 将 放 到 第 四 章 去 做 , 但 在 这 一 节 要 完成 重 
要 的 准备 工作 ， 为 便于 直接 将 Davis 不 等 式 应 用 于 出 性 不 等 式 的 
建立 , 本 节 不 再 假定 子 0- 代 数 灾 。 是 平 几 的 , 以 及 著 f= (f,) 的 初 
(A 有 =0， 此 时 约定 F 是 平凡 的 , 以 及 对 任何 过 程 (7,) woo, 都 约 
定 7.1=0， 这 样 ， 在 以 前 的 许多 定义 中 可 以 允许 出 现 带 指标 一 1 
的 项 ， 如 5.(f)* 可 以 写成 
ZIARAN. 
再 注意 因为 ,不 是 平 几 的 ， 则 以 前 我 们 关心 的 ECO 现在 变 为 
Eo(:) =K(- (F.o). 
E3 (Fefferman) HAP f= Ga) A 
| Bo Fn®n) | <V 2 ES (F) lpleno (7)’ 
证 明 这 只 需 在 定理 3 的 证 明 中 将 召 改 为 Bo, 以 及 将 所 有 从 
指标 1 开始 求 和 改 为 从 指标 0 开始 . 和 
为 了 由 Fefferman 不 等 式 推出 Davis 不 等 式 , 还 需要 下 述 引 
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理 . 
引 理 6 设 {6,} 与 {e,} 是 随机 变量 的 序列 ， 满 足 : {9,} 是 适应 


的 ， 县 一 致 有 界 ， 设 为 1, 以 及 > ,|e,| 委 2， a. e., 则 


p= >16,E(e,|¥.) 


”=0 
是 BMO, 中 元 素 , 且 - 
lelsuo,<V 5B. (22) 


证 明 “定义 9 的 级 数 是 a. 6. 绝对 收敛 的 , 因 
Ee) < DBE |F) = E(X le! )<s. 
?二 从 s=0 
Yn=0,1,.…, id 


Pa = >) 9,E(e,|F,). 


yen 


则 
P—Pn-1= Yn EY n| Fani). 
六 而 ， 
Ep- pra FASE al? Fn) H Eal Fa) |? 
HJE (bal Fn) Eal Fai) |e 
既然 


BY | Fx) SE( SBC eH FFs ) 


= B( $316,117, )<B, 


GRE AE (| pal Fn) SB. BBA PB RRE pal’ Fa). 
RNA . 
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E(\ Pal? IF ) ES EEFE eal (Fu) | Fa) 


y=n BER 


TN DEE (BC e Fle lF) Fn) 


pon =y 


=25 PEE, IF) lend 1 Fn) 


<2B FIE E(e,|1F,)|F,) <2B". 
于 是 我 们 得 
E(|p—@n-11?| Fn) SSB’, 
iplamo,<V 5 B. | 
注 我 们 将 在 5.4 池 的 定理 6 中 指出 ， 这 个 命题 的 逆 命题 也 
成 立 . 
引 理 7 ” 设 {9,} 是 适应 的 随机 变量 的 序列 ， 则 对 一 切 e>0, 


7 1 1 
p= 310-1 (El F.) (arl d 


是 BMO, 中 元 素 , H. 
iol BMO, SV 2. (23) 








证 明 w 
- 1 sg 
o, =B( gn |, ), Ag,=9, G,-1» 
Pa= > 0, Ag,， 
; =0 
EEDE AR HM Nn, 有 
t N 
E(|pa— Pril Fa) = DE, |? Ag, PAF) 
x ae 
<1 (632149, IF): 


PEN 


. 6) » 





对 v=n, 有 
E(6%?,|Agal?|F,) 
1 2 
<H( 032, max{ (ea #,) ， 


5) 





<i; 

以 及 当 v 之 n 十 1 时 ， 
E(0** Ag Fn) 

=E (0% EQ Ag NIF, 1) F) 

=E (04 {EC 9.17|F,-1) —19.-1 H And 

=E(682,{\9,1?—|g- 1 Fn) 

SEO? ig)? | Fa) — £08211 9,-117 | Fn). 
这 样 我 们 有 


N 
SIE Ag, 171 Fn) 


x | 
<1+ DS) {BC(0*|g,|*|,) 
i 1 


vent 
—E(OF? 1 9,-11°7| Fn) } 
<1+ E(OR" | gw l l Fan). 
但 





O9n= B( gee 

TIERT EC pr~ pril Fa) <2, ARH Cp.) EL? OR, 
IFA EC p— pnill Fa) <2, |p]amo,.</V 2. ff 
定理 8' (Davis) ”对 一 切 靳 f= (f,) ino, BA 

CE, (f*) SE, (CS (f)) <CEy(f*). (21)! 

证 明 ”只 需 对 有 限 蒜 证 明 式 (21) 即 可 ， 设 f= (fm)m>o 是 一 - 


é 6] 。 





F, )<1, 


EO N EE A em er aaa 





HIE fa Rh, A 
Fy={fFi<ifl=fah 
6,=sgnf,=f,/|f,l, 
则 我 们 有 


Bo(f*) = DAoC FNC.) 


= DEo(f,0,I11(F,)) 


r= 人 0 


= DI Bf,0,.E ULF) IF,)) 


y=0 


= DI Bf0,B (LP,) |F,)) 


r=0 
一 五 (Fapa), 
其 中 


pn= S10, BUF.) | F,). 
v=0 


EENET- (NET EH n, FA ps 作 终端 函数 
( 它 是 一 个 有 界 函 数 ) 却 生成 一 个 BMO: +h Agi, Hi 6 可 估 ， 
计 其 范 数 为 


loteno,<V E| UE) | <75. 


由 Fefferman RSX GE 3) 知 
| Eo GrP | SV 2 Bo (SCF) )V 5 SVI0B SF)). 
这 证 明了 式 (21) 的 左边 不 等 式 ， 
至 于 式 (21) 的 右边 不 等 式 , 由 恒等式 
Saf) = D>) Ge fe- Fefe) 
0 
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=| fal + Dh Fe fe) 


+ hei Graf) 





























得 
HELE enje) 
se Soest) 
但 我 们 有 
[| 
“pean a) 
(Af. Fons (EG) 
“sips tre ru) 
RRB SIE 7, p= (p), 











r= Site [alela aCe) 


iE BMO, 中 的 默 ， 且 夫 范 数 19?1axo。 <V 2 , 故 由 Fefferman 不 
等 式 得 
(5 ee 


Ey (Sp Maed e eed GEN., 





ENKE (F) HESA). 
于 是 ， 








Ey(8u(f))<Ho(f*) [Eo (F*) +48 0(Sa(f)) 1", 
E.(S(f))<Q+/ 5) EBo(f*). 
这 就 证 明了 式 (21) 的 右边 不 等 式 ， 是 


2.6 H, Ú Davis 分 解 ， 空 间 多 ,(1<p< 生 co) 
与 a, (1<p<oo ) 


定义 2 适应 过 程 (4,)w>o 称 为 L? 可 预报 的 , 若 存 在 非 负 增 加 
适应 过 程 (7;) >0 使 得 
(Anl STan, BE(rs)<oo. 
定义 
P, = {th f= (Fadnoo: 了 是 二 ?可 预报 的 }， (24) 
Iflo,=inf{Irelst,  1<p<oo. 


ele, 定义 中 的 “inf” 是 可 以 达到 的 , 事实 上 ， 若 设 
Cr} de Fn) A Bae Ha, BEI lS >, Ge?) = infra) 
便 是 使 得 | lo, 达到 的 控制 , 称 为 了 的 最 优 控制 ， 此 外 , 多 ,是 一 个 
Banach 空间 是 容易 证 明 的 . 其 完备 性 是 因 2, 中 的 Cauchy 序 列 
{P He H, 中 的 Cauchy 序列 ， 故 在 H, 中 有 极限 六 现 证 这 
个 了 也 是 二 ? THR, PASO E Z, 中 的 极限 ， 这 只 需 
TET FPS ks}, 以 及 非 负 增 加 适应 过 程 的 序列 r), 使 得 

[fee — fe? Kr, Ve, 
Ir2],<274, 
RN >) (FOO — fE L AEAF f, 所 以 


© 工 ? 可 预报 性 的 定义 蓝 含 le=0. 但 对 在 1. 3 EAM) RHE CH 
As X F F a-nova BM), 则 不 一 定 有 和 =0 ， 
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FoF | < Er 


j»>i 
而 ( 如 "名 ) 是 一 个 非 负 增 加 适应 过 各 满足 
pe 
j>t 


由 此 证 明了 朵 一 11。,<2-"+!->0. E Cauchy 性 , If- Ls, 











<T he 
Pp 


j>i 


->0. : 

定义 3 过 程 ( 和 4) 称 为 L? 变 差 可 积 的 , MR! = [AA] L<oo. 
定义 

wt p= {HR f= fa): Ifl, 51 Afal la Ko. 

类 似 于 H, Bey Davis 分 解 我 们 有 H, 的 下 述 分 解 . 

定理 9 设 l<p<oo, 则 每 个 (CH, Hs HA f=g+h, 其 
中 JED, hot, 且 有 如 下 不 等 式 

lgl- < (13 +4p) If la, 
| UFES (4+ 4p) HIA 

证 明 类 似 于 H, 的 Davis 分 解 的 证 明 ， 设 (4,) 是 控制 过 程 
f= (fn) ( 即 |f| 志 4) 的 任 一 非 负 增加 适应 过 程 。 分 别 定义 Ah, 与 
Ag, 如 下 : 


(25) 


Ah, = Af, ({a,>2A, _1}) 

—E (Af II ({4, >24, sp lF,0, 
Ag, =Af,II({2,<24,_1}) 

—E (Af, ({A,<24,_1})|F,-1). 


wi Be =( 234b) 5 9=( DOs.) SABER, HK L, MER 


A, >2À,-1 时 ， 有 
A, = 2A, —A,<2A, ~~ 24,-1s 
因而 
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(Ak, | <24, 14, > 24,44) 
+2E (A, I (2, > 2A, DIF,-1) 
<4(A,—A,.4) +4B (A, —A, 1 | F-15 (26) 
此 外 , 有 
[Ag,|<8A,_1, 
I9.1<I fear +1h,-1| +1 Ag, 


` -1 
KIA, t4 td SB AAA | Fo) 
wel 


多 一 1 
<13A,_, +4 DEA lF a). (26)' 
Kl 


Ta = DE (A, —A, iF). 


为 说 明 9= (9。) 是 二 ?可 预报 的 , A R= (co 都 需要 估计 
fralo 对 这 样 形式 的 Ta, 更 一 般 的 LO 范 数 都 是 可 以 估计 的 , 但 L? 
范 数 更 简单 一 些 ， 设 (e,) 是 一 个 非 负 过 程 , 但 不 一 定 是 适应 的 , 则 








[Erer <a] De, ,， ls<p<oo. (27) 
事实 上 , 因 VpEL”", 有 
[Ereiz] = sup. [a(S y) 











=sup| ECE OF.) |<sup Bl( Sev" ) 
Zel, <r) De], 
现在 回 到 定理 的 证 明 ， 应 用 式 (27) 于 
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<sup | y*},! 
r? 





Yo 一 STE, —A,-11Fo-1)5 


yal 
我 们 得 
Ir-L<p| >) (A, —A,y-1) | = plAcls 
最 后 , HARCO 与 (26) 我 们 得 到 
jgl ,<1314-1, 十 4214 刀 = 3+ 4p) [And 


Ihla Slol t 4p linl = (4+ 42) 14.1,. 
特别 因 FEH, 我 们 可 以 取 (4。) = (Fa), HIKES). E 


2.7 Fefferman 定理 的 另 一 个 证 明 
(利用 Davis 分 解 与 原子 分 解 ) 


定义 4 BR p 一 (9n)a> 称 为 跳跃 有 界 的 , 如 sup1A9ol-<oo， 
定义 
BD= {ih p= (p,): [plen =supjAp, ja <0}. 
定理 10 A, 的 对 偶 是 BD, 意 即 每 个 pEBD 都 在 ,上 产生 
一 个 有 界线 性 泛 函 1 EL <lole RZ, 每 个 di, 上 的 有 
界线 性 泛 图 1, 均 由 某 个 pEBD 产生 ， Blels<2tl|. PAAR 
为 . 


1.) =B( Afe, ), 
证 明 设 EBD, fea, MAA 
a> aes | <0, 
故 ,此 pEBD 在 ot 上 产生 了 一 个 有 界线 性 泛 函 In CURLEY 
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式 定义 , A 
ISl olaplfl yy, 
定理 的 前 一 结论 获 证 . 
现在 证 明定 理 的 后 一 结论 . 首先 考虑 一 个 更 大 的 空间 上 的 有 

界线 人 性 诈 函 ， 记 

A, = GL E= (En): lla =E (Zlé) <o. 

它 显然 是 一 个 Banach 空间 , 且 它 的 对 惕 空间 是 . 

` A, = GEE N= (na): inl an= SUP] <0}. 


这 可 如 下 论证 LCA, VfEL'， 若 定义 
Lf) =U), 其 中 &=(0, ee, f, 0, 10) EAn 
则 我 们 有 
,DT=17 | <bean E = NL. 
故 存在 NEL”, 使 l 
la (PSE), Vol Sill 
那 末 对 E = (Ea +, as 0, ECA, 我 们 有 


LEM) = DEl). 
. k=1 
既然 VE=(E,)EA, [E-EM | 4,20, FEA 
LE) =lim DE (sms) = DUE Ean). 


从 而 关于 4 的 对 偶 的 断言 获 证 . 
现在 回 到 定理 的 后 一 结论 的 证 明 ， 
J 显然 与 41 的 子 集 
{过 程 $= (JEA: En 二 Af,, MRR (Ed) 
fale], ABA, 若 设 1 是 bE AEE, Mi Hahn- 
Banach 定理 知 ，! 可 扩充 为 4 上 的 一 个 有 相同 界 的 有 界线 性 泛 
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函 , 仍 记 为 1. 由 上 面 证 明 的 事实 知 , 存在 7= (nn) CA, 1B Vier: 
UP) = ZB (Af ann) = TEAS EB (|F,)) 
= ZE(AS, {Bn | Fa) — En |Fa-v}) 
= SE(Af, Aga), 
其 中 Es 
Aga =E (n! F an) —E (na | Fs) 
ER g= (ga) EBD 的 差 序列 , lgleo<2111. E 
现在 用 原子 分 解 理论 来 讨论 2 的 对 偶 空间 ， 关 于 原子 这 个 
概念 , 我 们 还 将 在 7.2 节 中 更 多 地 讨论 , 此 处 只 是 初步 涉及 . 
ELS 一 个 有 界 可 测 函 数 a 称 为 一 个 p- 原 子 , 0<P<1, 如 
果 存 在 一 个 停止 时 间 TORA a 联系 的 停止 时 间 ), 使 0 
a, 1I({n<T}) =0, (28) 
lalo <| {P<co}|-. (28)' 
引 理 8 ”所 有 1- 原 子 都 在 P 的 单位 球 内 . 
证 明 设 4 是 一 个 1- 原 子 ，7T 是 与 之 相 联 系 的 停止 时 间 ， 考 
BAE Cra), 其 中 
ra = fal T<). 
则 它 是 一 个 非 负 增 加 适应 过 程 且 满足 
E(r,.) =E(la| IAT}. 
而 因 
la| = lan {ISTH + ({n>7})} 
<lal HURST} =P 
这 说 明 EZ, H lala, <1 E 
定义 6 id 
”按照 这 样 的 定义 ,所 有 原子 a 一 (gn) 均 满足 oo = Ea) =0. 
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JN = {8 f= (fa )EL': flysn, 
=suplE f= fall Fa) la <00}. 
我 们 将 在 3. 5 节 中 更 详细 地 讨论 空间 BMO 的 这 样 的 类 似 ， 
这 里 只 给 出 它 的 如 下 等 价 刻 划 . 
命题 1 我 们 有 
iflas, = supl f— fell {T<%}17', (29) 
7 AGRA EAT AL, 
证 明 假设 CIN, 则 Y 停止 时 间 7, 有 
Edf- frl lF) laS t lan 
此 外 我 们 有 


if— frh =| pan, \f—frldu 


=| Bf —fel la) ap 


<i flaw, |{7<0o}|. 
因此 证 明了 
supl f— frh l {T<} SA hs, 


RZ, 设 p=suplf—frhl {T<} <o, AER AY AE 


T T, OEF, 
he o€F, 
我 们 有 
say | ,fr lar fz, hl (Pr<co}|"'<B. 
于 是 


EOF- far! Fr) laS, 
IF lax = supi E Af- fa HF DIA. i 
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命题 .2 VR p=(p,)EL', RIIE 
Floh, < sup 1B(ap) I<letss, (30) 
证 明 Ro 是 一 个 二 原子 ,了 为 与 其 相 联系 的 停止 时 间 ， 我 
们 有 
|E (ap) | =|E((a—az)—)| 
= |E (ap) —E(argr) | =| E (a(p—ør))| 
<ilg— grl | {T<} Skolan, | 
反之 , 设 了 是 任 一 停止 时 间 , pEL'. 4 f=sen(w—pr), 


= 1 _ 


Wie 是 一 全 三 原子 ， 并 且 ， 
E(lp—o2|)=EE(p—@r)) =ECF—fr) 9) 
-=2]{T<co}|E (ag), 
这 说 明 
lel sx, =suplp— prl] {7?<co}|"'<2 sup |E (ap)|. D 
“现在 我 们 给 出 多 HATIR RNA 
定理 11 iz 


= ff= Diyas {oj) 是 1 原子 序列 
| (2 是 正 数 序列 , WE SA, <0o}, 
MD, = Hi, HAM FED, 存在 分 解 ,使 | 
FEAS Ifo, Kip (31) 


证 明 由 引 理 8 知 ， 每 个 如 定理 所 述 的 Aa 在 多 中 收 数 
FETUS, Hifl <2, KARAG 之 右边 不 等 式 对 一 
切 分 解 成 立 ， 


ee em ep mA 
Cr 





RY, JED, 为 任意 的 , (>,) 是 任 一 非 负 增 加 适应 过 程 ， 使 
Bla) ETa AR ireli, Viez, 定义 停止 时 间 
人 ;一 inf{z r, >2'}. | 
则 {TP} 是 停止 时 间 的 增加 序列 , 并 且 T;->co, a. e., 从 而 


limfr,=f, 
此 外 ， 
lim fs lim res< lim 2'=0. 
于 是 我 们 得 到 分 解 
' f= De fee NIT ,.1.<08}) 
= Se | Sabo 
其 中 


A= 2**"|{T,_,<00} |, 
a= {T aco} r Fr) 
每 个 a WEB Ti 联系 的 1- 原子, 而 且 ( 记 ol) = Hre} 1) 


SAS S121 (0, <0) j= 57120 (2-4) 
<45 oda.) 
特别 取 (7,) 为 f 的 最 优 控 制 ， 则 得 式 (31) 之 左边 不 等 式 . 定理 因 
mE. i 
推论 1 (L) ik EC) =0 的 L 的 子 集 ， MICE )o 连 
ZERKA Z, HAWD, - 


D R IDEEN HERTE f0 HR. 而 当 出 现 (等 类似 的 记号 
时 , 是 为 了 强调 空间 (CL:)o 中 不 包含 fo 寺 0 AYER, 
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WA i f=lSa)a ElL o A r= flay Va, Wea) noe 
ER Sal Srn. KEA SEL 可 预报 的 ， 且 因 f/1 骨 ,是 一 个 
与 停止 时 间作 =0 联系 的 原子 ， 故 lfl Sifi. iE TCL"). 
ERRA Z, HCP.) 为 任意 的 。 对 其 任意 的 原子 分 解 : 


fH2A,a, id f™ = Aja, WY FECL”), A 
I . . 


lf—f 1s 24>0. 
N+1 


这 证 明了 (2L"), 在 儿 , 中 稠密 . Ol 
命题 3 VIE(L"),C®,, YpEJN 有 , 
EGD |<4N fl >, lolis, (32) 


证 明 设 jE(Z-)。 对 上 作 如 定理 11 HY R= DT Ai on 
使 
SU.<il fle, 


并 将 440 经 适当 地 改 WADA, GEM i Aa), ERDA 
界 地 a.e. KAF. WA GCL E 

B (fp) =lim FAE (ap) = SA, lap) 
这 样 由 命题 2 得 

EGDI <A Feo) |< DAL, 


<Alfis,ledsy,. Ol 
注 ”本 命题 说 明 每 个 pEJN, Ha eB, 上 产生 一 个 有 界线 
EZA leo HILLIS olin. 
. 73 。 
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定理 12 (Fefferman) Hi=BMO, 尼 即 : aoa HE 
Fefferman BPHRRW 
IEG) <CIfla dolsuo, YFEL, P>, (33) 
从 而 每 个 pEBMO, 可 以 产生 H, 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ly, 满足 
|Z, i<Cl pllamo,s 
第 二 , A, 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 Ly tt PEBMO， 如 上 产生 ， 
且 
jp1awo, 入 4 ef. 
证 明 注意 weEBMO, 当 且 仅 当 PEIN, NBD, H. 
max (lels llid) Sle leuo, < leplen t loli. 
现 设 pCBMO,, ÆR fCL’CH,, mE HO p SBR E f 
Davis 分 解 : f=g+h, WE g, hEL’, 并 且 
igla, S17] fla Melv, S8ifla,. 
既然 pEBMO, CL” (W 5.175), 并 利用 定理 10 与 命题 3, 有 
E (fp) =E(gp) +E (ho), 
ECF) I< E(gp) | +] Fe) | 
<4lg)s Jolin, + lal ipis 
<Ct fla) elamo,- 
这 说 明 9 可 在 A, 上 产生 一 个 有 界线 性 泛 函 le 满足 
1.1<Cl] ei smo,. 
反之 ,， 设 i 是 五 ,上 的 任何 一 个 有 界线 性 泛 函 ， MA A: Cc 
H, 故 存在 PEL’, 使 
Lf) =E (fp) = ZE (Af ,AGn), VfECH CA). 
特别 , YI- 原 子 w 有 
|E(pa)| =|| <I lalz, <i el, 
故 由 式 (30) 的 左边 不 等 式 知 ,1p 上, 专 2 上 7|. 
同时 , YEH: Dt, 也 有 
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[SECA Ag) I< Fla, ST Fle 
但 因 HNA 在 ot, AME TFE. BB UI A 
上 的 一 个 有 相间 界 的 线性 泛 函 , 故 由 定理 10 知 ， 
Iolap<2] 7. 
综合 两 方面 情况 , 得 
oj axo<1ol2x +ie1aos 和 21 T 
+ “我 们 列举 两 个 有 关 稠 密 子 空间 的 事实 ， 
1) APPAR H RA WAR: 
2) L ARRIE of, RHA 中 稠密 . 
我 们 来 看 2) 中 第 一 个 断言 ， 设 了 是 < HEF n HARER, 
用 LFD HRR g E L PEE 了 = fa Elfa gli Sen; 则 
(Zahn KEE- 
| HEC fn—g)a-1!)} 
<2nalfar—gh Se. 
现 设 FEL, HERH., n ERARE fo 满足 


DIFC Afs l) Se. 
则 上 述 JEL” ARR (CET LF n HR ER E 
a(S Iag- jK Èzaag-o D 


十 SBCAf I <2e. 
n+l 
同样 地 , 可 证 明 2) 中 的 第 二 个 结论 ， 因 
Lo 一 gl < TBAG® =g) Se. 
1 


° 75. 





28 fh 变换 
AAG OSU Fe 为 平凡 的 ， 并 一 般 只 考虑 f= 0 Bh Bk f= 
(fa) n>0. , 
定义 7 S= (faao BB, g= (gw)w>e 称 为 了 的 蒜 变 
换 , 如 果 加 


= Sond ` go =0, 


k=l 
oa (fs RH, HHA, 
可 测 . 
注 既然 当 所 有 的 gEL! 时 ,有 


Elga Fai) = Sivad, +E Cda Fani) = gr- 
` k=1 . 


因此 当 所 有 的 gnEL! M, g= ln) 也 是 一 个 揣 ， 当 每 个 v, EL” 
时 就 是 这 种 情况 . 

我 们 先 叙 述 一 个 有 关机 变换 收敛 的 结果 ， 其 证 明 可 以 参见 
Burkholder!", ih JARE, 

命题 4 g= n)a EA L BHM f= (f;),>o eRe 
换 , 则 9 = (y..) FER {v* <o} E a. e. 收敛. 

MERETHE ERATARA E A A 的 . 
如 利用 它 可 方便 地 处 理 一 些 涉 及 到 D,, URFFER A Ay i 
I 的 一 些 问题 ， 关 于 多 ,, 中 的 每 个 蒜 都 是 Z, PAYER He ty 
各 种 结果 可 参见 Garsia”, TERMA HATI i i i—i i 
单 而 有 用 的 结果 ， 

定义 8 wy AE aR f=(Cfa) nvo(fo=9), 定义 
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fon Ta 
D= Srdan | a o(f)=o.(f). 


o(f) 称 为 了 的 条 件 均 方 根 函 数 ， 定 义 
>, = {ih f= (fa) nyo: fl, = lo(F) I> <o}, 0<p<oo.: 
引 理 9 ike f=(f;)€3,, 0<p<co, 则 7 是 一 个 I thik 
9 = (gn) HBR EH, 
证 明 ”我 们 有 如 下 初等 不 等 式 ; 对 oa 
(e—1) 97'S p*—1>a(p—1)p*"', 0<a<l, (34) 
(P-D) Sisal pl), a>. (35) 
事实 上 ， 式 (34) 和 (35) 的 左边 不 等 式 是 昵 然 的 ， 右边 不 等 式 只 
需 比 较 两 边关 于 p 的 导数 在 p=1 处 的 值 即 可 得 . 在 上 式 中 令 
p= (B/A), PSA, 以 及 a= p/2, 0<p<oo, 则 得 
(B? — A?) B?-?>B’ — A? 
> 有 (及 一 全 Be， 0<P<2, (34)' 
(B? — A?) B?-?< B* — A? | 
<E (BA) Br, p>2. (35) 
PUM f= (fn) REM . 
=D. (Pt Af,, go=0. 
HERA o, ( 力 关于 F, 可 测 , 则 g= Cg) 是 一 个 机 变换 BL 


0x9) = Dio, EAFF,- 


=o, f-o, G) A: 
利用 式 (34)' 与 (35)', 即 得 
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E olg) KOSK), 0<PK2, 


O(g)’ Lf KEE gs)” pee, 


这 说 明 当 o (f) EL", O<p<oo, 
如 (| gal) = EC (ga) <CE(o(f)"), 
此 即 g= (gw) 是 一 个 T hiik. BEAR 


Aga = Afnon(f) E 一 
可 得 

Afa = Agaa Cf) E, 
故 

fn = 5 a, (PEA, 
IERD f 是 L? hik g= (g Wik. Bl 
命题 5 WHARS= (f,), 有 
* 2 1/2 
if I<a(=) lol) i» 0<p<2, 


la (Plv 2pif*l,, 722. 


(36) 
(37) 


证 明 ”利用 引 理 9 中 的 巩 变 换 即 可 完成 证 明 ， 因 我 们 将 在 
4.2 节 中 定理 3' 得 到 比 式 (37) 有 更 好 的 常 系数 之 不 等 式 ， 故 此 处 


证 明 从 上 略 , E 


+ ” 除 常 系数 外 , 式 (36) 与 (37) 不 能 对 更 大 范围 的 2 成 立 . 反 
例如 下 ; 设 (0, F, we —-B4OMRSA, F FI, Fi =F, 
=" =F, t f=(Cfa) ano 是 任 — B®, fo=0, ill o(f)=tfle. 故 


3,=1',0<p<coo, AE VAL’, Vp=2, 这 便 梅 成 反例 . 


定理 13 ”我 们 有 PCE, 1<p<oco, 


证 明 设 /= (fo)EGzn，(h) ED, 定义 中 的 任 一 控制 过 各 
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TERN FRE 


Jn = Daf. 
则 
n= -次 fet Sy, (7 一 -并 ) 


fe ff MLV 
-J 


lanl SV DV NN RAN A 
这 说 明 (9,) 是 一 个 L 可 预报 前 黄 ， 但 四 


= > Vv Aes Ag., 
cd 
ol fY = DIA, BC | Ag, | ? ] F 1) SAn-100( 9)’, 
anf SMA, 
Ela POKEA- ) PEC) 
<BE(A 1) CB(g**”) WORK), 
于 是 我 们 得 


IoDh<clfis,. i 


章 后 注 记 


2.25 极 大 算 子 的 弱 (1, 1) 不 算式 常 称 为 区 olmogoraf 不 
eK, Rp, PRT Doob. 均 方 根 算 子 的 弱 (1 1) 型 属于 D. L. 
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Burkholder, R. F. Gundy 等 ， 这 里 的 证 明 属 于 Burkholder"), 对 
于 &(j 的 研究 的 重要 一 步 始 于 D. G. Austin, ERT L AF 
A 3( 力 在 集合 { 广 委 人 上 平方 可 积 ， 

2.3 节 Fefferman 不 等 式 ( 定 理 3) 的 证 明 是 Garsia A 
Herz 叫 的 思想 而 设计 的 . 引 理 2 与 3， 定 理 4 的 证 明 也 属于 Gar- 
sia) 

2.44) 本 节 Burkholder-Gundy FSAHWIERR HEE 
合 归 纳 而 成 的 R.F. Gundy 也 考虑 过 算 子 和 .， 然 而 他 是 用 他 自 
己 建 立 的 一 个 L ARRAS REAREA T. 的 工具 、 此 节 给 出 的 
运用 两 个 如 此 定义 的 停止 时 间 的 思想 借鉴 于 StroockC 在 研究 
BMO 时 的 想法 .我 们 将 在 第 四 章 更 充分 而 有 效 地 运用 这 个 思想 
讨论 S-A, 

、 空间 :Ks 与 ,Ks 是 Garsial 5] xy, thie 71K, UR 
Ky) FL’ 中 范 数 的 等 价 , 但 其 中 的 主要 不 等 式 的 系数 较 差 , 如 . 
fi <3epe' fl ， 
并 且 其 证 明 稍 嫌 复杂 . 

Davis 不 等 式 及 Davis 分 解 属 于 Davis, 

2.5% JA Fefferman PAA Davis het Be RT 
Garsia!" 

2.6% H, i) Davis M, 以 及 多 ,与 Lo 的 引进 也 属于 
Garsia!", 

27% 利用 Davis 分 解 与 原子 分 解 证 明 Fefferman 定理 
的 思想 属于 Herz"), Bernard-Maisonneuvel l4, C. Fefferman 
也 是 很 早 就 发 现 H, 的 原子 分 解 等 价 于 五 -BMO 之 对 偶 性 的 作 
者 之 一 ， 原 子 概念 萌芽 于 Herzt00， 古 典 情形 下 由 Coifman™ B 
确 化 , ieit Eh Bernard-Maisonneuvet 有 明确 化 ， 
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=e RAISE 


ARPTCROR A, 以 外 的 其 他 空间 ， 我 们 主要 讨论 它们 之 
闻 的 等 价 或 包含 关系 ， 以 及 它们 的 对 偶 空间 ， 其 中 有 代表 性 的 是 
C. Herz 定义 的 2, CE H, 的 形式 类 比 ， 其 他 空间 大 多 都 与 F, 
ABER. 

本 章 仍 假设 Fo 平凡, 并 一 般 只 讨论 .fo=0 ABR, 


3.1 JL Æ> 


3,(0<?<oo) 已 经 在 2. 8 节 中 被 定义 , 它 是 
E= |B f= io: lo Db<eo, 


OAS LE Œ 


当 1<p<co, 3 是 一 个 Banach 空间 ， 这 是 因 1o(f)1, 满足 
lo(f[=0<>f=0; IoGUfl,=lallo(A hes 
lo (f+ LIP) I> 
这 最 后 一 个 不 等 式 需 用 到 条 件 期 望 的 Minkowski PER: 
E(IF+g|?]-)?<#C FI OY? + BC gl 4 
这 又 是 Holder 不 等 式 的 结果 :; 我 们 记 a= E(f), 
b=B(igl?| +)”, 则 
E(If+91?|-)<EBCF [2] O +221 fol HEC) 
<a’-+2ab+b>=(a+b)* 
e 81 . 
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这 样 


1 


lo(f+g) =a EEA GOF) ry 


2 


<s (EEA dg IT 


L 
了 


- tre hy 
< 人 (| Froana] +) Erdan | | 


<E (of) HEA. 
其 完备 性 是 因 , 4 1<p<2, 由 2.8 节 中 的 命题 5 m, 5, 空间 中 的 
Cauchy FRAIL H, 中 的 Cauchy 序列 ， 故 有 H, 中 的 极限 .由 
Fatou 引 理 知 这 个 极限 必 在 瑟 , 中, 并 且 也 是 这 个 序列 在 D, 中 的 
极限 ; 当 p>2 时 ，2。 中 的 Cauchy 序列 也 是 到 中 的 Cauchy 序 
列 , 故 有 L 中 的 极限 , 同样 地 , 这 个 极限 也 是 D, 中 的 极限 . 
为 了 探讨 D, HAS, 需要 有 1o (NL 的 等 价 表示 ， 与 此 
相关 , 也 讨论 其 他 一 些 空间 . 
首先 平行 于 2.1 FE OK, 我 们 有 
定义 1 设 1<a<p<oo,axoo. 4 
A, = {k f= GEL: EEREN VEL, 使 得 
EQF- PUFA =E FKE Fn), Ya}, (2) 
Ifl =inf {lyl,}, (2)’ 
24 p=00, AW. 即 为 Herz" ih i Ly JNa, 
现在 定义 一 类 新 的 空间 . 记 
R 二 { 非 负 增 加 适应 过 程 (7,)s>o: Elre) <1}. 
定义 2 HR S=(f.), 5 O<P<2, > 


= ior fe( Sitran) 
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eae 


j= 4 
= inf DAE l; (3) 


(THER 


æ 4 
eif l= p (Brrr) L. (3) 
Cn n=1 


定义 
2z 红 ,一 { 蒜 了 = (fa): alfl <0, ~co<p<oo, p0} (4) 
定义 3 ”对 1 委 ? 委 co, 令 
Li = {BR JEL 了 =Z9g r GEL (Fn), PEL, 
Ehil Am) =0, B Ifl = inf {Eigil pel;: 


人 遍历 所 有 表示 } <). (5) 
此 外 , 对 1<p<co, D, 的 定义 如 2. 6 节 . 
上 面 定义 的 一 些 量 , 除 | Par, 以 及 0<p<1 时 的 ,上 上 外, 都 
是 范 数 , 且 对 应 的 空间 是 Banach 空间 . 
ROY 还 有 一 个 等 价 表示 , 这 在 下 面 将 会 用 到 ， 令 a 满足 


及 
Gt = | 适应 过 程 (gn)。s6: JEL, E( (Xgl? )Ë) <1. 


HERRI (ga) EGZ 定义 
(XD ial 


ksn 


则 (rn) ER, 反之 ， 对 任意 的 (7,)EBR FE MILE (Gn) azo 使 


2 - 
[Gn | 2 一 rh? 一 人 3 入 9， 


则 (gx)&EG3， 这 说 明 集 合 忆 与 G 一 一 对 应 ， 
s 83 多 
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HVE f= a)n ERITH, A, 记 
fM=f—f,= >) Afe 


设 (rs) 与 (go) 是 一 对 如 上 述 那样 相 联 系 的 过 程 , 则 有 下 述 等 式 
of Siar) a( Sate FO? Fy) ) 
af S310 a(S LA ) 


=a Sia" 3 > AP 
= 3 Faal Selon) 
=a Sori 1- ariant} 


从 而 ,对 2<p<oo, —o<p<0, 有 


必用 ,= sup 区 Ap 
(Ta ER 


= sup P(X roi By” 
CRECH 
利用 此 关系 可 类 似 地 定义 Ln 1<a<p<oo, Satie 
1_1 1 
a a p’ 


及 
G= GERERE (ga): JaEL (Fn), ECCE ga] <1}. 


%4 a= (a= p)bf, 
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G3={(g,): EL (Fe), Elga] L1). 
定义 2 a Caxpawo, & 
= {f= GEL.: lf <00}, 


afl = sup eas amir (6) 


nee s 


3.2 空间 2, 与 ;2,(0<p<o0) 
以 及 2A, (2=p< co) 的 等 价 


EAL YL O<P<?, MA — H f= Cfa), fo= 0, E 
(FÈL OLA. (7) 


从 而 对 1<p<2, LM, 就 是 Banach 空间 2，. 


证 明 假设 |c( 力 1 =1.， 则 (ci(CPD)w>oSR， 故 由 2.8 节 的 


式 (34) 知 


E ł 
an< 32 On -2(f) (a2 (f) 一 02_ 1(f)) ) 


<(2 a( > (a3 (f) —o4_1(f)) ) 


<(2 ep 


出 此 证 明了 式 〈7) ZAWHSAK, RZ, RIO, 对 任意 的 
Cra) ER, 记 了 二 了 既然 1—2/p<0, 故 


Dorn? (oR (f) oia Nra), 


lof) ls = La fr ae) CBO Fr) Bm) 12/2 
. 83 。 
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srt PINE, ys 
LoL iin, P(E A =A 
EET RO WALTER, | 
ER? PE 2<p<oo, 则 对 一 切 著 f= (fra, fo 9, 有 
“(ew L<alfle<lo(h) b- (8) 
从 而 当 2<p<oohf L, WE Banach 空间 Y,. 
证 明 设 jE, 纪 。 我 们 首先 证 明 Ye, o (PEL, 这 是 因为 
sup EZPRO Afal Fn) 2<abfle Ya, 
其 中 Pre} a a BS F n- 1 ajA] 非 负 函数 ， 满足 8(7,. D Ki, 既然 
ARIRE OYO- 1, 这 就 说 明 
IEC AF, |? | 多.) 2 = ECAP, \Fa-) le<ol fl; 
即 证 明了 断言 ， 因 而 如 设 SEZ, 2 APRA. Wo (PEL, A 


此 可 设 lo L=1 FR tA nR, Mii 2.8 FA 
(35)' 4 


“Aft FLEE (Sort oi fob) ) 
>(2 (EP-a aA) j 


_(2\3 went —( 2 \t 

=(5) E (of) -(2) 
FILER YP ROOVAWHSK. RY, RHEL, MERC, 
ER, WEAR 1--2/p>-0, WR 


a Sark “49 (gk (f) 02. «ny j< <E(r'-¥/#g%(f))4 
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EBPB(or(f) Clo 
于 是 证 明了 趟 (8) 之 右边 不 等 式 ， 量 
定理 3 2K p< Km, 2,=.%,=.L,, 并 有 
fl <li, <lo OLEJ (9) 


证 明 对 一 切 ?P 2 委 2? 委 co, 都 有 LCN, A 
EUO MSDE ZEAR, | 


SEIF), 


HERSE 
Mit SEH, EAR ySL? 是 式 (2) 中 任意 给 出 的 ， 则 


alfl,= sup a(Sls. |2 soir Y 


(a )EG3 


= sup 2( Sa [ECF IIF) } 


a ees 


< sup (Slo, [2p Bj 


($4 EOF \ j 


< sup a(x Igal? ike sl 
(9, €08 n 
注意 这 里 用 到 w/2 与 7/2 是 一 对 共 斩 指标 ， 由 此 证 明了 
sf flex, 
此 外 , 式 (9) 中 最 边 不 等 式 已 在 式 (8) 中 出 现 . B 
注 我 们 将 在 4. 3 他 定理 8 中 指出 ， 式 (9) 也 可 推广 到 一 般 
的 B- NAR TE. 
定理 4 RNA P =L, H 
lo Dh ef V2 bo (Mh. (10) 
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TER ik f=gv, AWE n, 
gEL (F, VEL, BVIF,)=0. 
WY 24 ma 时 
EOF m) =FCE (9b |F a) | Am) =95 


4 m>n 时 ， 
EGP! Fa) =IPm 

由 此 说 明 

fm=9¥m, Wm, 

o(f)=go(p). 
因而 

lo (f) 1:<lgtlo() fe=lglel ele 

对 一 般 的 SELI, 设 


f=3g Ye), | 
JOEL Fm), VOEL, EYP Fm,) =0. 
则 因 S 的 级 数 表示 是 在 L' hiet, i 


Af,= DHOMH. 
现在 我 们 需要 证 明 
of EZ ly lo). (11) 


| 


2 
之 ;及 (99 中信 仿生 ?| | 。 
k 


事实 上 , 有 


2 
rosnac F IPAE | | 





< 





因为 当 am Bt, AV =0, Be LRA RARI Rie BE 
m, <n k R, 而 对 这 些 k, gO KF Fn, CF n- 可 测 , 因此 
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-人 (San oY 


<la gireriz] } 


<> 19®™| (Era 


wje 


= Dlg lo(y). 


这 样 ， 我 们 证 明了 对 一 般 的 FEL, KRE- RR Egoy”, 
都 有 


oA lB oho), 


= > 1g yh;, 
= k 


从 而 lof) USF 22. 
反之 ， 首 先 我 们 要 指出 对 任意 的 PCIN,=.%.=.L., 都 有 
JEG) | SV 2 Ahl plas. 
应 用 上 式 ( 证 明 见 下 面 的 引 理 1 )， 以 及 下 面 将 要 在 3.5.3 中 指出 
的 : (Lf)'CJN;, 得 l 
Iles sup IE (fp) | 


?<JTN2 le ign os<1 
<v 2 fo(f) I. i 
上 上面 所 用 之 式 是 下 述 更 一 般 关系 的 特殊 情形 . 
引 理 1 我 们 有 
BGO I<(2) oD blebs, 1<P<2, 2) 
P Ya ' 


其 中 


mun wire NEE RE NNR pean Nee ARRON ANNE Fi e o T 
en OO ae : 





E (fp) =limE (fapa) =lim DE (Af, Ags). 
证 明 ”此 不 等 式 可 模仿 2. 3 节 中 Fefferman 不 等 式 的 证 明 ， 
也 可 由 本 节 的 定理 1 推出 ， 事 实 上 


(5 fa seat] 


<a( Sorts” Af, 1? Ja(Scetseian |? j 
4H (ER, 使 上 式 不 等 号 右边 第 一 项 充分 接近 AF), WA 
{F [Afi | | Ag, ests af p |», 


SSCNR 


这 最 后 一 步 用 到 了 式 (7) 与 (9)， 引 理 证 毕 ， 量 


3.3 ZNL, 5 4%, 1<a<p<oo, 
G00) AY F ft 


定理 5 KINA L= An IKa KPK, axoo, H 
| 由 用。= lf lao 
FL < IL <I, <21FLfo=0), 1<p<co, 
fly <M <((Z) Feli» 1<a<p<oo. 
(13) 
证 明 Va, p, Imax pmo, 都 有 
fH 
这 同 定理 3 中 的 证 明 一 样 , 只 需 注意 a/a 与 p/a BIERRA. 
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现 证 其 他 不 等 式 , 分 别 考虑 p=, a= 7, 以 及 ac pot 
工种 情况 . 
4 p= ce ht, Mn let, VACF,, 取 g= lA TAIA, w 


BC gal) “=( [aie F< 


tk 
CMA 
EGFP FNF 
llers olf 
于 是 证 明了 。 乡 一 9- 一 JN。 HIER, 


4 一 多 时 , 有 
ECE PFSR EOF FHT] Fal? 
<2P BF)? | Fn). 
这 说 明 LC, Z, UR LCA, 并且 
AfL<21fl, Ife, <2lfl- 
RZ, LCL’ 以 及 ACL 是 清楚 的 , 并 且 ( 设 fo=0) 
(f= ES =f F 
< sup, E(t fo 


= 
(gn) EGD 


=,lfl,, 
fl <Ifl x, 
由 此 证 明了 式 (13) 的 第 二 个 不 等 式 , 
现在 考虑 其 他 情况 , 此 时 1<a<p<oo. 
设 fE, 和 ,国定 任意 的 入, 考虑 非 负 适 应 过 程 (o)yY-o， 其 中 
p= EUFO [FI 
由 SSeS, 4a 





* io ,= sup E(\gnl%92)'“"<all fh. 


gn ELIF yr MFM g sgl 
BA (on) LPARAM. HG, R= SUPPL”, 
考 虚 日 的 一 个 剖 分 {Fs}#-o, 其 中 
F = {0%-1<Pn= py}. 


则 
` | 
B(p¥?) -Aq Soret) 
n=0 j 
= a( Spio Eroa } 
n=0 
ig 


ga = ph BUI.) | Fa). 
我 们 再 利用 下 式 (证 明 待 补 ) 


adi 
E((29%)°)*<Cq,pE (ps), 


从 而 
Gn N 
(ore z), EGZ. 
于 是 由 式 (14) 将 有 
BGP > ga 
Elpo) a. 
C9 E Can?) Bd Oo,E (p¥?) v4 p2) 
x ge E 
六 二 | 
=F ( Doe a iye | ) 
Sal fils. 
此 即 


E (pX) <Ci,» all flo, 
© 92 » 


(14) 


(15) 





Fla, Slot lS Ca. fl, 
这 就 是 定理 要 求证 明 的 . 现 补 证 式 (15), 并 且 有 


car((2) $ 
这 只 需 引 用 在 2. 6 节 的 定理 9 证 明 中 已 利用 过 的 ， 并 将 在 4.3 节 
的 引 理 6 中 被 推广 到 元 “的 如 下 事实 ， 述 之 为 下 述 引 理 ， 

引 理 2 Be 1 委 4 天 co, h20, ED (en) BEEBE, Eles < 
1。 则 


g= VE (hen| Fn) 
1 . 


满足 
Igla<aihle 
现 回 到 式 (15) 的 证 明 ， 因 为 


p=) g= Dek ECF) | Fa) 
n=0 n=0 
<DE OUP) | Fy). 
n=0 
应 用 引 理 2, 我 们 得 


N 
Se SEE (p52) 10) = ZB (pir), 
n=0 a/a 


/ N aja 1/a , i/a 
(Sa) ) aE ro 


比 即 式 (15), 基 中 系数 满足 Co< (上) E 
$ M p>o, 上 面 的 证 明 其 实 已 经 区 含 (p* 的 定义 如 上 ) 
alfl<ielx,<lo"l<(2) Flele, 49 
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这 是 Herzts 中 没有 给 出 证 明 的 下 述 结果 (相当 6 - 1) 的 推广 : 
el <lo*l,<p lol, 
(那里 po* 记 为 ps)， 
此 外 ， 我 们 将 在 4. 3 节 的 定理 7’ 中 证 明 式 (16) 的 D- 不 等 式 的 
推广 
下 面 考虑 空间 oS, 对 不 同 指标 的 包含 关系 ， 当 p<g 时 ， 显 
然 地 有 A poo; 因此 也 有 LCL. RAB a 增加 时 
空间 L, 有 着 怎样 的 包含 关系 ， 为 此 我 们 先 给 出 范 数 oj 上 的 一 
个 等 价 表示 . 
小 -1 定义 中 的 集合 G2 显然 可 以 缩小 为 
Gr = PABER O): EL"), E(( > ld <. 
(17) 
因为 车 对 (ga)EG2 定义 
gm = ie l SN, a 
N, lhl >N, 
GP=0, 对 ny， 


<N; 


L 1 
E (Z| gu l= lim BCE | 94? p). 
于 是 证 明了 O MO ATLL G2. Bid 


有 = ;有 限 和 j= Sloss 
- 4 
(DEGE BaF) =0, BÒ Dlh” Val, cas) 


He p=, MBE al-l AOS OTR RI FAR SLA, 
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引 理 3 Vp=(p)EL*, 1a <p <o, 我 们 有 
Fall < sup|E (fo) <b ol» (19) 
sere 


证 明 i P= (on)EL*, MERAY (92) CGE, id 


A, ae ee 中 
0 
则 Ay. 有 限 ,上 且 


.48 — n Én 
fer aT o( Se, P” Aes | 


= (S09 (n) En Ae.) 








49g 


Hop 
= | gap ™ |1 sgn (grp ™). 
易 知 E bnl Fn) =0, 以 及 


EC pal") < dr2" EdE), 
ay 


1 


1 
'\ ar 1 n) | a “at 
BCE | Hal) <2 gg 8 (219.9 |) 


———a +1 


= = 247 =2, 
此 外 , 因为 gEL%， 有 限 和 了 = Eg pE", ik FR AD eee 
对 可 积 的 , 且 与 和 号 可 自由 交换 , 故 得 
» \| 
(n) ) 


alpl= sup 4,,<2 sup, 
pegs 








一 2 sup 
yer? 





P(E opp) )| 
=2 sup |E Gop) j. 
FER, 


于 是 证 明了 式 (19) 的 左边 不 等 式 ， 
反之 , YER VEEL p 有 
JE (fp) |= |E (gupa P— Ph) | 
=| E (Zgo Yn) | 


a 
aF 


KECE gal? lp] E val] 7) 


SEEI g| p (9) FEE ul") ™ 
<al Gly. 
由 此 又 证 明了 式 (19) 的 右边 不 等 式 ， 量 
注 1 按 Herz” WH 
2 一 0 一 Pr 一 0， 
(其 中 0, REF, WM, BC FERETE BBE 小 ) 
所 定义 的 ,| Ty PERMER). KIMERA Herz a] .| 与 


这 里 的 al ° l> 等 价 . 
注 2 当 4=1, 我 们 需要 一 个 稍微 推广 一 些 的 形式 , 妈 
= ol,< supl EGP) < lol a9) 
fer? 
其 中 


F= (APRA f= ZG9nVm! Im LF x), 
E(Zl gal") <1, ml Fa.) =0, 
sup} babo<I}. 
证 明 左边 不 等 式 显然 成 立 ， 因 当 kn=mht, FUF? 此 
外 ,既然 f 是 "中 的 有 限 和 , 同时 peL', 故 
s 9608 





E (fp) = E( Santa )= > 2 mtag) 


sup| E(fp)] 
JEF 


<sup A>) 之 long pupla- 


SEF n Miky=n 


< sup (F > anil ) 
( <G3 


<.lel, E 
下 面 我 们 证 明 当 a 不 同时 , 空间 多 , 的 包含 关系 定理 . 


定理 6 Wwe, 1<a<b. WoL, CLr E. 


alPl<8 opl,. (20) 


证 明 根据 引 理 3， 如 果 我 们 能 够 证 明 每 个 JE8a 都 可 写 为 
AÈhnX m 其 中 Chak CFS, 则 我 们 便 有 


al Pp |p><2 sup | E(fp)| 
fer? 
<8 sup | F(fp) | <8 lel. 
fer? 


、 现在 设 fEFa， 即 f=2Zgnpn, 
(gn)EGI CJELO (F a), E(G")E1), 
Epal F.) =0, FCF? )<1, 


其 中 G=(Zlal*%, P= (Elp, O, 
11 1 1 1 g% 
a a p E b p Bo 
则 因 











P - 4 
ix OX gai 
考虑 非 负 增 加 适应 过 程 (G),>o 其 中 

“(= | ge 中 

YiEZ, 定义 增加 的 停止 时 间 序 列 {7;}; 
T,=inf{n: G!>2°}. 

记 

BYP = {G4 K2 <2}. 


WUE (BS?) 4 — 4 Fe EI, EF RRA E (加 


固定 , iœ i Rt, 有 BEV NB? =O), LERA 
{P <T i= U Bi’, 


ld T_.=inf{r; 9,250}, W 


f= D9: P, = 5 gr Pre 


kT 


注意 
FZ gp DSE | ge laiha ta 
2 


<(LEC Ge 19) (EE pl) E 
<1, 


故 级 数 也- Eg We EAM WCB, AIE FRAS ATLA iE Ze A. 


我 们 有 
f= 5 Je Par 


k>T o 
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= >> > gapell(T, <T ah 
= 5) 9.0, DIBH) 
= 一 oo . n=0 


=>) SO D 9ogiI(BY7) 


i=- NSk<T yy 


-4 二 Se nay) D2 7 By) 


R=0 i=-œ 


De ond 
NRT yy 
=4 D haK a 
注意 这 里 用 了 当 i Sj 时 , IBS) =0 这 个 事实 , 根据 它 ， 
两 个 关于 i 的 求 和 相 乘 得 到 的 是 相同 ;的 乘积 的 一 重 和 ， 现 归 证 
明 2h,X,EF?， 此 即 要 证 明 下 式 中 的 四 个 断言 : 


n = B25 (BY )EL*(F,), 


H= (Elh, |)? LGP =G", 从 而 BCH) SY, 


So di 4 r (21) 
AE RE D3 2 "IN Br Joi > T | 


. NSk<T 544 


=0, 


1. 
X=(2]|%, PN SEAP, A EXS. 


现在 来 证 明 这 四 个 断言 ， 
第 一 个 断言 显然. 


如 的 估计 如 下 ， 记 
j(@)=sup{i; 2'<@*}, 


oe ne mtn AAC ERR 一 ee ee 





则 
ŒL, Y>. 


这 说 明 由 OCB? 推出 Ko. FARHAD i BPRF 
n ER, 故 使 得 OCB 的 每 个 ;只 能 与 一 个 二 对 应 ， 因 此 


1 
nenz Soe! BY’) y 


1/b 
1. 
<=") <a con, 


i<j 
证 明 第 三 个 断言 要 用 到 在 定理 4 的 证 明 中 已 经 指出 的 一 个 事 
K, MAP GCL (F n), PEL”, BEO An) =0, WV 有 
ECF) = gE Fn). 
注意 , 在 这 里 ， 


A = D PUET, be 


中 的 RAC (k<T a DEET”, TMH, Ft El F=, 
故 








EA TF) gr SE GME DEF dF) 


=0. 
于 是 


BL, |F = 2 BANCB DN) F) 


== 0 


ao i-} 
一 Sr or TT (By! ECAP |F,)=0. 


外 二 一色 > 


最 后 一 个 断言 要 用 到 估计 
5 jaat Pai 


k<T i4 
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这 样 我 们 有 
+ 4, 
Ms 下 5S inl’ (zis) 
PETET INN k 


1 





LA 
5 tnitVorw<ery, 


k<T 


IN 
n 
A5 


#+1 


2 
x=( 5z” y 


1 


-(s D1211(B NO) so y 


a 
< ST ae ) ew 


i<j w) 
a T a 
那 末 Hölder 不 等 式 便 给 出 
EX" < 有 Ge) EY, 
BRAG POS ARE. MI, I | 
$ 我 们 知道 对 1<a<p<<00, axo, MA LCAL", 
(2, F, u, {FP NF) aso E 
AFPR, F =F, = =F 
时 , Yp, a<p<co, H aL, =A= L, 3X VIEL*, 
Ef -fol Fo)<2° fl, 
Ef- fal 1F) =0, Wael. 
如 果 概 率 空间 (9 F, p ES, ERL SL Cab 时 ), 则 上 
述 例子 说 明 A= 。 儿 ,中 的 元 素 对 任意 的 8b>a 可 以 不 局 部 地 在 
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L’rp, 


BAC, F, u, (FAT. 1 HRN PERE, 则 有 
o£, =A, =L, t} 1a<pcoo. 


3.4 空间 %,SLi(l<p<00) 


首先 我 们 给 出 FED, 的 一 个 特定 分 解 ， 它 对 D, 的 研究 很 有 
用 处 . 给 出 这 种 分 解 的 思想 属于 Herz"), ABILAB AE A TED = 
LY, A-AA, Herz 4b EE YC, (ab) PE a. 值 
得 指出 的 是 , Herz 的 这 个 运用 停止 时 间 给 出 函数 分 解 的 思想 ， 正 
是 H, 空间 论 中 原子 概念 的 起 源 之 一 . 

定理 7 ik f=), ISPO, 则 存在 过 程 (gm), Ym); 


使 得 
: f=2Zgmnpn. (22) 
其 中 
InP, InEL(F J, EEI SA flap (22 
E (ml Fig) =0, supla (22)" 


反之 , 每 个 形 如 式 (22) 的 访 4 (Gnd, (Pm) TP BUT BB AR PE (22) 
与 (22) "时 , 都 有 JED, H 


fl, < 3 1 zgnl,. 


证 明 设 (7,) 是 非 负 增加 适应 过 程 , 使 
(Fal S&a- lfls = Ira l 
(如 在 2. 6 节 定 义 2 后 的 注 中 所 指出 的 , 这 样 的 Oal S) ) noo 是 存在 
的 . ) 设 常数 a 待定 , 对 每 个 iEZ, 定义 停止 时 间 
T ,=inf {n: 7,>ai}, 
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MNT) EET A — EPR A, de 
BO = {T <T) BY? = {re Ka Krat). 
则 每 个 BYE g (BYP) 中 的 一 个 指标 国定 时 对 另 一 个 指标 不 交 ; 
以 及 B= [J] BP, 我 们 有 
k 


f= (fr, fr UB) 


“EE Ur, can “fr (B3) 


-œ k= 


= Pe Be" MBL?) (fr Sfr) 


-v k= 


三 之 ,gmbgm 
其 中 每 个 gw yn 分 别 形 如 
g= a" 'I1(BY"), 
p=a (BY?) (fr, ., fr) 
RECGn), nA ABR. Beh, 设 m 与 菜 对 (i, kA. 
对 于 bm 我 们 有 
Ifr,4,|Ster,,,-1.<0""', frl <a’, 
Ivnl<i+=, 
E (hml Fi)=a Ele, frl FOID) 
=a! (fr y nefra) = 0, 
MIF Om), 我们 有 nEL (F,), 且 有 点 态 的 估计 
S gns (a—1) Tr (23) 


这 个 估计 如 同 在 定理 6 证 明 中 的 估计 一 样 , 是 因为 
9" a TBE >) < 5 ait} 


iSo) 
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<ai*?(q—1)"'<a?(a—1)“¥,, 


其 中 


j(@) =sup{i: a<r (o)}. 
因此 我 们 有 


z(( 王 oo) J <at(a—1y'e 02" 
=a'(a—1) I fls,. 
为 简单 计 , 取 a= 2, 即 得 式 (22)' 与 (22)” 所 要 求 的 性 质 . 
反之 , f= 之 ,gmym (Gm), Pm) 满足 所 述 条 件 ， 则 是 L? 
a RA, 因 


fal =| E 9a Cul F) 





3 
Sa 5 Im = Pn-is 


Mik man 


Ifl, <loa <} 








Zonj- n 


B 
注 根据 式 (23), 有 
=| Im? ml <sup | Val 。-Z9n< 和 Cr. 


上 式 特 别 说 明 ， 对 于 JE(Z)C2， 式 (22) 中 级 数 有 界 地 a. e. 
KAF f. 


现在 讨论 空间 L. KERA RAER EGRA, Herz 
RLA L?- 正规 的 L, EELT LE 


Li= (f= ont: gnEL?' (FF,,), PnEL?, Ehm Fen) =0, E. 


Iflg =int f Z gal» Ivals } <00}. 
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首先 叙述 其 几 个 初 竺 性质， 显然 , BUFF) =0, VYJEL, REN 
同时 讨论 其 它 的 黄 时 , 宜 区 分 fo 是 否 为 0 的 两 种 情况 ， 此 时 仍 设 
FEIL. Esh, 显然 有 

LCL, Lich, 1<pxo., 
事实 上 , 这 是 因为 VfEL?， 级 数 f= Lode E L PHA AM 
对 地 收 化 ， 故 


fo= 之 ) InE (Onl Fn), 


Meman 


f*<Z lanl h, fle <Clfli. 

此 外 , 若 记 
(L? )o= {fEL": E) =0}, 

F, J= {FEL (F,); E) = 0}. 
Wi) 5 (L? o ERRA LAF SIF, BU FD. 在 
L? 中 稠密 ， 后 者 是 因 车 设 JEZ?，f= 3gngn 是 其 任 一 表示 。 对 
任 给 的 e>0, 选 N, M, K 充分 大 ， 使 

Eign Iml ga] SKH Te Wm <E, 


Blondy lpn Bn Fo) lE, 


1 


Slot» Pal = 


M 
WA = > gaII(Cf| go SK} EY nl FEL (Fr), E 
if —Al PE 
注意 , VEC U (L(F,))o, f 的 所 有 Li 允许 表示 都 可 以 代 之 
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com aon sm tt 和 EEE nr in en en me ne tem 
stew A RR PORE PAAR ree RA INR EI Stat HH 





CARPENTER, EK E, BI FECL CF) ) W 
S=E GIF D= ST grb Wal Fad 


Mikan 
十 一 个 更 好 的 L 允许 表示 , 因为 
Ehm FA)EL’, EE pal FF:n) =O, 
lE Ym) F Sl mip 
fa, Dist Banach 空间 也 是 易 知 的 ， 下 面 只 概述 其 完备 性 
的 证 明 ， 设 他 中} 是 Cauchy 序列 , AFFA), E 
free fD = Eg ppP? 


满足 


1 
Slo Le WP LSA, 


ME fee — fe) Rte Leh ie Oe Pt f, H 
0 
ffov pfr 5 (fore — fen) 


i=E 
oo 


Say 
l=k 了 = 
是 于 中 元 素 ， 在 Li HAF Oo, Mm ffoi 也 在 于 中 
收敛 十 0. 

Li 的 较 深 入 的 一 些 性 质 , 已 在 3. 2 节 的 定理 4 中 给 出 其 中 的 
一 个 , 即 i= 2,， 现 再 给 出 另外 两 个 性 质 ， 

定理 7 我们 有 LSP, EHEN SEZ RE LTR 多 
许 分 解 , 使 


Zlgnli Wal <61f (24) 
区 之 , 每 个 LY 中 的 元 素 都 属于 D, B. 
[fle < hf hs. (24)' 


证 明 ”定理 的 前 半 已 在 定理 7 中 证 明了 . 反之，YfEL?， 设 


. 106» 





F=ZgmPm 是 其 任 一 表示 ， 则 
fal < >> [Iml lnla = tne ty 
[fl +, =inf (B(r.)}<int {Elgh tad} 
= |f fre. B . a 

定理 8 ik 1<p<q<oo, M LICL? 更 确切 而 言 , 对 每 个 fE 

Li 的 任 一 表示 Lomb, 都 存在 L? 中 的 允许 表示 ， 
2 LIP a, 

使 得 


m j 


Z D PEP S andy Pte (25) 
从 而 | 
IF <2 iflg. (25)' 
证 明 ”只 需 证 明 , 4 g, % 满足 
JEL (F,), ol =1, 
YEL’, EIF.) = 0, Ivle=1, 
则 存在 分 解 ov = D jtn 使 得 四 
| 
JEL! (F, ), GEL, EGF) =0, 


7 25)" 
2 19 ,S27 
Jj 


itg, v 如 所 设 , JEZ, 令 
B,= {2i< g|" <2}, 


g¢ =>) 25/°'11(B,)2-47'11(B,) gy 


了 二 一 oo 


= DG shi. 
了 





[gs1?'11(B;) =2511(B;) <|g|"11(B,), 
e(Sinl" cecal, 
了 


此 外 , 显然 又 有 

Ei) F,) = E (2-4? gp ll (Bs) |F,) =0, 
以 及 因为 在 B; 上 有 2 I<2|9/-", AA 

Zl bs]? = >2 rig]? pl PIL(B;) 

<2P/P 91292272 ly le, 
e( Ein) e (19 HP OD) dyo 
J 
一 2?712 
从 而 
DAL ARATE CE Ng sb)? A | 


3.5 ”对偶 空间 讨论 
3.5.1 区 ,(0 二 p 志 2) 的 对 偶 


PASNE Lipschitz 条 件 (,4)，B 宇 90， 然后 将 —o<p 
<OM MA E, 与 这 个 条 件 给 出 的 空间 CA) 恒 等 ， 其 中 8= 
一 1/2. 

定义 4 H f= (f) 满 足 Lipschitz 条 件 (242)，B30, mR 

IF l,a =suploa Bf™ Fn) et KO, 


其 中 o, EF, WET RS I ER Z|, Heheh 0 he 
数 . 
A 考虑 二 进 身 情况 ， 此 时 每 个 长 2-" 的 第 % 次 二 进 区 间 都 
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LF, BIRT, o, BABE 的 常 值 函 数 ， 上 述 条 件 可 表 共 为 
1 ta No 
(ri ff du) <02, 


Va, Yn 阶 二 进 区 间 I. 

注 B=0 时 的 条 件 (24°) 即 为 JN; 条 件 . 
定理 9 ik—co<p<0, k p= oo, MB f= (f)EGA%), 4A 

M4 San Hep 1/7= 一 8 寺 0.， 更 确切 地 有 


(1-2) HSI <l | (26) 
证 明 设 SEL, WHER AEF m WI) A 


In= Tap), gn= 0, 4 nem, 


MEG. , Wee MURS -4i 
(laf Lf Piu PSl 
1 m) | 2 1 -1/P 
(Haf Par IFD du Pslflsl A 


=i fl] Al’. 
既然 p20, AMARSS ARS, BS) 4 | 充分 小 ， 则 知 
Ef |? |F HCA PRAT FES A, 此 即 
EQ\F VIFAA, VAF mn AD GF n KURT. 
间 时 当 4 FH n 的 原子 IT 时, 则 有 


(PHS UP Fu <A”. 
这 两 方面 事实 说 明 
EQS PIF)? S: Af hof, 


lf laat = sup lon BCS PIF) P 1 <elf o. 
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反之 , 设 fj= CS) REREAD, BO=If1,.°, W 


AML sup EGIg FL ® 


9, €0F 
1 
<C sup F(2|g,|?a2?)?. 
peo? 
4 
3 
"(Zint ) 
Ken . 
则 
[rar Tr, S], on 和 rzlL 
这 样 我 们 有 
El gol OKE rip rs 
-3 GD) sem, 
其 中 g 满足 
2 一 2 _2 2p p—2 
F-“(q-2)=+, q=, Ptg 
2p q ) p q 7 一 <2 2p q=1 


故 由 2. 8 节 的 式 (34)' 得 


alf] SC sup, (FEC) “<c(3} 


-A 


定理 10 对 0<p<2，Z, 的 对 偶 是 2 名 mw， 此 即 当 1<p<2 
时, SRO RHE AE Sy; Di IHRE JNa 当 O<p<1 时 卫 。 的 对 偶 
EGAP), B= 一 1/2', 并且 Ly 到 了 5 的 映射 pl, 满足 
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dely Sh lS detr. (27) 


证 明 如 3.2 节 指出 的 , 我 们 有 
X,= {f:l f l<}, 0<p<oo. 

此 外 我 们 也 有 , VIEL, VEL y, UR V(r JER, 

| ECZAF,Ag,) | <E (21 AF, 1 | Apal) 

<E (Sr 22? | Af, |?) EGEri] Ap |. (28) 
对 任 给 的 e> 0, ECT, ER, 使 
EEr (Af?) SAh te, 

然后 令 e—>0, 即 得 


|E CEAFA p)! Sif ele ls 
21 
—~ 12 2 ple 9) 
<(2) Io(f) I, -lol (2 


这 说 明 Sy ERRARE, (0<p<2) 的 对 偶 内 去， 从 而 式 
(27) 的 右边 不 等 式 获 证 ， 
RZ, 既然 严 = ECE, 0<p<2, MPL BT ERM IZ A 
1 也 是 L? 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 从 而 存在 p= pL, ER 
L(f) =E(ZAf, Ags), YFEL. 
HEREN, V(r, ER, 但 使 得 每 个 7.EL ,都 有 


N N ` 
(Zna [Aga | 小 a Sera, Aen 
1 1 


=a Safa.) (30) 


N 


其 中 f= DIX” Bon 


1 





. T11» 


ee aaaea ee e aS meme: at 





是 Leh fh, 并 且 


N 1 
2 
TE Dore? Ag, |? ) 
1 
x 3 
-sna ) <% 
1 


(Sev [Aor Prieto) l» 
<I afl, 
<m Soest 2/8"! No, 路 


elelr <lim al ewe’ 


由 此 , 我 们 得 


1 
=lim . en, es 1?'1A9, | j 
sklo 
因而 证 明了 式 (27) 的 左边 不 等 式 . 目 


3.5.2 5,(2<p<co) IH 


定理 11 2,(2<p<0o) 的 对 偶 是 Dy, HAS, AS, Home 
it p> 1, 满足 


(aiw e 


证 明 HA (28) 
[ECZAF Ap) Sfl ley 


<(4)How le lo (f) ls. 





. 112» 





这 WS AT ERMA BIS, 的 对 偶 里 去 , 因而 式 (31) 的 右边 不 
等 式 获 证 . 
反之 , RUBS, 上 的 任意 一 个 连续 线性 泛 函 ， 由 L ?C5， 
知 , 1 也 是 到 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 放 存在 p= (pn)EL”， 使 
得 
1(f)=B(EAfnApn), VfEL?. 
对 任意 固定 的 驴 ， 考 虚 9 KSERA pw。 则 pwE3w， 因 为 每 
个 Ap, OTR 
Pa =E Ap, Fna) PEL. 
FXE, Hig 
Pe? = pall ({0n<M)}) =p, 1I (F), 
则 它 关 于 F,_, TH, 且 我 们 有 
E(pg??") =E (p8 p21 ({p,<M})) 
=E (p21 (F)B(| Apa |?|Fa-1)) 
=E (pk IIF) Ap, Apa). 
#4 | 
fm=0， 对 m<n; fo=plIL(F)Ag,, Ht man. 
则 f= fm) Eh, AL 
o? (f) = P” PUPE Aga ?| Fy) 
= pD 
lof) I= log. 
这 样 由 了 的 有 界 性 得 
Loiz <I oP) ,= Ieee sy”, 
toles tosl siti. 
于 是 OED, BIE, 
再 注意 
O(n)=0n(p), co(Ppy) 一 ae(2)， 
e。 113. 
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并 且 过 程 


1 ot yi 
ro akh (p) ) SE 
因而 我 们 有 
jon (p) || 3” p! SoH I py 


<i} 


lon (p) lz <A Sot) Ag, Apn 


n=1 


== 


2 
pt 


m È 


P'-2 2 
Trga CP) Apl } 


x 
= a DAL Ags } (32) 
其 中 f= Sor (9) Ag, X, Ht. HEA 
o (N= det Dp E(|Agal?| Fas) 
= Fong) (02(p) —08 (9)) 
n=l 
2< a 2 ， 
<= Soi) —~On-~1 (p)) 一 一 08(D)， 
| lian 4 
其 中 4 满足 
q—2=2(p'—2), q=2p'-2<2, Map. 
我 们 得 
lo ls< (2) Eos ‘C= pong) 2. 


再 由 式 (32) 即 得 (注意 Loy (p) l<) 
l loso) li SASDA oso, 
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ECOLES 4 
这 就 证 明了 式 (31) 的 左边 不 等 式 . 四 


3.5.3 L? (1<p<oco) 的 对 偶 

遗憾 地 ， 在 这 一 节 我 们 未 能 完整 地 给 出 (Lf)' 的 刻 划 , 只 给 出 
了 部 分 结果 . 

定理 12 i 1<p<oo, MD ERKA JN, FREY 
BIN, 内 的 映射 >p 满足 

lela, S2] an (33) 

证 明 ERC) ERKA LI, ， 每 个 IED 也 使 
EJ. FE, HEL” AEMONA 无 妨 以 条 件 po 
= B(p) 一 0 使 之 唯一 化 而 成 为 (Z” )o 中 元 素 p, 使 得 


IPEP), VAC)». (34) 
但 是 由 3. 3 节 的 引 理 3 知 
lolx, =e'bel.<2 sup lE(fe) |, (34)’ 
SEF 5, 


其 中 
Fe, = {f= Egu pn ARAM: gnEL (F,), EC] g [2 
KL, paEL?, E (pa) Fn) =0, ECZ | pal OPK) 
由 于 FS BREC) 内， 以 及 在 L 的 单位 球 内 ， 改 式 (34)” 与 
(34) 同 时 给 出 
IQs ~<2 sup iE (fp)|<2 sup JEG) | 


fel(LI)o fn ps 
0 Ly 


=2 sup ， a EP Is2lt. 


FECL), safu 


既然 (L")o 在 L? 中 稠密 ， 因此 不 可 能 有 多 个 ! 与 同一 个 史 对 应 ， 
BH CLT)’ 确实 连续 地 嵌入 ( 即 一 一 地 ) 于 Ny. Bh 
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3.5.4 ”多 ,(1<p 志 00) 的 对 偶 的 一 个 子 空间 的 刻 划 
我 们 先 证 一 个 联系 于 络 。 与 9。 之 间 的 不 等 式 ， 这 个 不 等 式 
说 明 Ay AERA BD, 的 对 侦 空 间 里 去 ， 
定理 13 V f= (fa) EL") CDS p= (pr) EM, 1<P< 
co, 有 
[E(fe)|<6I fle, fel (35) 
证 明 ?= co 时 ,8(fqp) 绝 对 可 积 , 且 因为 
Ifle.=Ifl. loph doh, 
故 式 (35) 成 立 , 而 且 系数 可 取 为 1 
现 设 1<p 二 co， 先 把 3.3 节 的 式 (19) 改写 一 下 , 设 f= 
Zgwnw EARM, 满足 
gnEL” (Fi1), ECE gul)?)/?<00, 
E(bn|F i.) =0, sup| ml <00. 


则 若 记 g2=9n/A, Yn=Pm/B, 
A=E((2] gnl), B=suplynl., 


则 
Ay gsgMEP (3.3 节 的 式 (19)' 中 的 记号 ) ， 
ARON 的 右边 不 等 式 可 以 改写 为 
1Bdfo)l=48| Be )| 
<sup] Yml 2 (Elga) hele. (19)” 
现 设 SEL WCF, MARAT 及 其 后 的 注 知 ， 有 分 解 f = 
2gnyn 满 足 式 (22)' 与 (22)”, 且 使 
f= Didi 
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有 界 地 、 LP AA Ff. 既然 POA CL’, 因此 
E(fp)= lim E (fyo). 


(iin LHR LLP, iCD)" H 

1E (fro) |< sup | bml ECCE Ign] pl. 
4> N>, 即 得 

lafp) SË, oly =6ifls, dels. D 


注 正如 Bernard-Maisonneuve"1$§ Hh fy, ,3W., 一 般 不 是 多 | 
IHR. AF, Ay 一 般 也 不 是 Z, 的 对 偶 ， 这 由 定理 6 后 的 
注 中 的 例子 即 可 说 明 ， 此 时 ,WG'= 工 ( 模 常 数 )， 而 同时 多 ,= 
(Lo YP， 因 为 此 时 对 一 切 的 FEL”, fif, M fi BAREH ro 
(二 c6nst) 控 制 ， 若 概率 空间 选 得 合适 , 则 (Z”) 关怀, 即 证 明了 断 
À. BERSEZ, HTZ NL, MAAF. 

定理 14 H i<, RNA P NL = Ar. 并且 


1 
zilele <li lel. (36) 


证 明 RR Ay CL' DR Hy CBs, & ApC NL. 
BBA (35) 1b RAIA SARI, 

RZ RED, NL! 是 由 L' pips p) 产生， 因为 所 有 的 
f= Eg p EFI 都 在 多, 的 单位 球 内 (根据 FE 的 定义 及 定理 7 )， 
HCH 3. 3 节 的 引 理 3 知 

itely <2 sup, IE (fp) | =2 sup |} (f)| 
Fer; fer, 


<2 sup ffl ILISH Ll, 
fer? 


由 此 证 明了 式 (36) 的 左边 不 等 式 ， 量 


° TI7。 
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3.6 Sf) BoP) HOA EE 


本 章 主要 以 空间 D, HDS TRIILT AR, SR al 
Dh A= (f: SEL) BD ETB. Pie ALE X 
别 的 , 方法 有 时 也 不 一 样 ， 对 前 者 , MERENI 对 后 
者 ,停止 时 间 的 讨论 常常 有 效 . 当然 也 有 类 似 的 地 方 ， 这 一 节 概 括 
地 给 出 与 8(f) 有 关 的 一 些 空间 的 结果 , 并 与 c (用 的 情形 作对 比 
WR S= (Fn), fo=0, 定义 


#2 = 
ATES inf 。 Sevan ’ O< p<; . ee 
Tn — : mo 


a 加 i2 at 
* 一 1-2/ 2 r v 
elfi? se on PIAF, | 9 


一 ce 委 2 一 0，2 和 2 魏 co; x 
={f= (fa) lfl <, —co<p<oo, p=0}. 
同样 地 , 对 1<a<pmoo, 或 一品 三 7 一 0, 定义 


ala = {f= (fa): olfly= sup Ejga f°" [2)'%<00}, 
(IDEGA 


Hop RG G 都 是 3. 1 节 中 定义 的 集合 : 注意 当 a=2 时 ， 两 种 定 
义 是 等 价 的 ， = 
Lipschitz #ft (,4°)* 定义 如 下 、 1<b oo0, p>0, 
Ul = supoz E (IFO? PF) 0, . 


其 中 ov 如 3. 5. 1 中 定义 . 

对 l<a<pxco, a<oo, aK; 的 定义 如 2.1 4, 

注意 ， 所 有 这 些 对 象 的 定义 与 以 前 相对 应 的 定义 的 差别 ， 只 是 
将 以 前 的 定义 中 出 现 的 FO BOG FO, AR Tai KA ro KEM 
完全 一 样 . 
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有 关 这 些 空间 的 结果 如 下 . 
命题 1 我 们 有 


(ZVAUSISM <A, 0<7<2, 


(ZF OL<AR<ISD I, 2<p<co. 


命题 2 Bw —wo<p<0, 1<b<oo. if A=—1/p. M Le= 
GAM. 县 oo 


1 
a (Ta SU (26)' 
命题 3 Xt 1<a<p<co, 但 排除 a= 00 以 及 =p=1, 有 
alip= QK >. | 


且 类 似 于 式 (13) 的 不 等 式 成 立 ( 仅 第 二 个 系数 稍 作 修改 ). 
命题 4 Be 1<a<p<co, 但 排除 4=p=1, 则 有 
1K,=,K,=B’, 
注 ”这 个 结果 与 以 前 的 情形 没有 对 应 ， 即 可 以 发 此 
ah, = LW = JIN, 
的 情况 , 因此 当 po 时 , oA, 中 元 素 可 以 不 局 部 的 属于 L. 


3.7 RY RIER—W 


RF fH OAH o(f): 
IF SP Ifl 1<p<co (Doob, 2. 1 节 的 定理 2); 


Nfl, </10PIS(D I, 1872, 
ASA SOUP, 1<p<2 

I f*T 和 5p |SCf)1,,2<p (Garsia); 

If*l,<V2epi SC) lp, 4p (2.4 节 的 引 理 4); 

ISISI» 2<p (Garsia); 


| (Garsiat™); 
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ISh <J Zie plo 0<7<2, 
(Garsia''!); 


IPLA Sie DI, 0<p<2 


lOLO 2<p (4.2 囊 的 定理 3 注 ); 


loH EIs 2<p (4.2 节 的 定理 3' HD: 

关于 空间 Kn als SBS), f* 《与 of) 相对 应 的 结果 从 
Wi): 
ol fl2 = Ihry 
So SH, <27 Fe 

1<p<oo(fy=0), (3. 6 节 的 命题 3); 

tN i/a 

AFISI <((2) ) ar, | 

I&xa<p<o ' 


1, Ve ` 
iP (E a 


P 


1<a<p 二 oo (2.4 节 的 定理 7); 


/2s <ÎS A l><ol fds, O<pa, 
(3. 6 RE 1). 

VZALO, 2<p 

KF xy 与 Li; | 

lo hl v2 oh (3. 2 节 的 定理 4). 

KT 1,1 <p<o) H Davis ZA f =g +h: 


lgl- SA3 +14) fla, | 
? P 2.6 5 . 
ALSUA, (市 的 定理 9) 
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关于 多 的 原子 分 解 f= Eha 
FAK fle, SEA (2.7 节 的 定理 11)， 
关于 DB, 的 分 解 f= Egnpn: 
Im= 0, gmEL” (Fz), E(w Fin) =0, 
E((Z9m)?)'? <4 flo, (3. 4 节 的 定理 7). 
supldal .< $ 
关于 联系 对 偶 空间 的 不 等 式 : 
2 
E = 一 P? lo K 9E] 1< < 
| EPISODI lolz, P<2 
(Fefferman, 2. 3 节 的 定理 3); 
EGOK ZP biol 1<P<2 
(3.2 节 的 引 理 1); 
IEG ISA flo lolin, (2.7 节 的 命题 3); 


[E (fo) |<6If le, lols, 1<psco 
(3. 5. 4 的 定理 13), 


1 
到 jpj ws sup [F(a9)|<lol a 
@G :四 -原子 

1 


0<p<l, a=] (7. 3. 3 的 引 理 6). 
关于 BMO; 
suplB (exp(al f— fr 1) | Fn) |. K,<0, 
Va<(elflpmo,)~' (5.1 节 的 定理 1); 
E(exp(aS?(f)))<0o, VWa<(Iflpmo,) ~ 
(5.1 节 的 定理 工 ); 
-1L_<dist(f, L°) < Č, vfcBMO (5.3 节 的 定理 5). 
exs Gs 
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关于 多 -不 等 式 从 了 略 ( 见 第 四 章 ). 


章 后 注 记 


3.1 节 oY; 的 定义 平行 于 Garsia” et ,KK(a=1, 2) 的 定义 ; 
oL 的 定义 属于 Herz. L? 是 Herzc 中 的 空间 pi 

3.2% ”定理 1,2 属于 Herz:””*， 正 是 这 个 思想 被 Garsiar"! 用 
来 证 明 Fefferman 定理 ， 定 理 4 属于 Herz). 

3.395 定理 5 是 第 四 章 中 对 应 的 号 -不 等 式 的 特殊 情形 , 结 
IRE F Long, BM3 与 定理 6 也 属于 Herz”, 

3.445 定理 7 属于 Herz". EEC. Herz 的 这 篇 文章 与 C。 
Fefferman, R. R. Coifman 等 人 的 文章 (或 未 发 表 的 作品 ) 一 起 构 
成 了 “原子 "概念 的 发 源 地 ， 定 理 7 是 由 作者 第 一 次 这 样 明 确 地 叙 
述 (借鉴 于 定理 7)， 定 理 8 也 可 以 说 属于 C. Herz。 他 也 许 正 是 
从 这 里 开始 统一 地 定义 了 空间 SL. 

3.5 节 ”分 四 个 部 分 说 明 : | 

3.5.1 Lipschitz 类 是 Herz"! 引进 的 ， 定 理 9, 10, 11 属于 
Herz, HAF O<p<2 的 情形 , 为 了 证 明 ICZ, Herz”! 使 
用 了 抽象 语言 ， 他 的 处 理 不 如 本 书 的 方法 直接 与 初等 ， 而 且 也 没 
有 给 出 形 如 (27) 的 明显 估计 . 

3.5.2 Herz” 没有 正面 讨论 p> 2 时 的 情形 ， 而 是 利用 也。 
(4 p>1 i) 是 自 反 Banach 空间 这 一 断言 而 得 到 结论 ， 他 既 没 
有 证 明 X, 当 p>1 时 是 自 反 的 ， 也 没有 得 到 形 如 式 (31) 的 估计 . 

3. 5.3 Herzt 证 明定 理 12 时 用 了 很 抽象 的 语言 ， 也 没有 得 
到 式 (33) 的 估计 ， 但 是 Herz" 还 得 到 了 

IEG@I<Wflzeloliny, VfEL?, VEIN, 
不 过 对 上 面 的 不 等 式 所 给 出 的 证 明 似乎 不 太 严 格 ， 因 对 (fy) 没 
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有 给 出 明确 的 定义 ， 

3.5.4 定理 13 属于 Garsiat， 不 过 他 所 得 到 的 不 等 式 中 的 
系数 比 本 书 所 给 的 稍 差 一 些 : 

Ep) [S+ 4log2) [fla loh, 

定理 14 在 本 书 以 前 未 曾 见 诸 文字 , 但 Bernard- Maisonneuve!) 
立 了 ?= 工时 的 结果 . 

3.6 节 我 们 知道 A= LL, 但 一 般 并 没有 1 二 1 = 
ZL'，、 对 此 , Garsiac 曾 提出 如 下 的 问题 : 是 否 可 由 

f°=supB (| f— fail |F, YEL 

推出 fH? Garsia!” 断言 这 是 不 可 能 的 . 实际 上 他 的 断言 是 不 正 
确 的 ， 他 所 给 出 的 理由 只 能 说 明 由 “Ez," 推 不 出 “f+EL'”; 而 不 
能 说 明 由 “f*EL'” 推 不 出 *fEH,”"， 我 们 将 在 第 四 章 给 出 上 述 问 题 
的 肯定 回答 , 即 ; 对 任意 限制 增长 的 函数 AU), 由 “f*EL*” 能 推出 
If|*eb*y 
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UH BH D-REst 


在 缺 的 几 个 主要 算 子 ( 极 大 算 子 、 均 方 根 算 子 ,条 件 均 方 根 算 
子 ) 之 间 除 存在 着 L 不 等 式 以 外 , 还 存在 更 一 般 的 D- 不 等 式 . 所 
谓 外 -不 等 式 , ESAS CRAB TOP eh OM ,以 及 一 
般 史 等 四 种 形式 ， 本 章 中 除 考虑 车 的 这 四 种 形式 的 四- 不 等 式 以 
外 , 还 将 充分 讨论 屯 - 不 等 式 本 身 的 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 对 蒜 论 以 
外 的 其 他 分 析 领域 是 有 用 的 . 

本 章 仍 假设 F FIL, 以 及 只 考虑 fo=0 的 款 ， 但 我 们 将 
指出 哪些 结论 可 以 不 要 这 样 的 限制 . 


4.1 限制 增长 的 Young mh% 


ROUE R'A RGM mAb, D(0)=0. WEWE p) 
(=2' (a) ) 为 左 连续 , p(0)=(0*). Pu) RAR HS KA HR, 
若 存 在 常数 C, 使 

(2u) <C (u), Vu>0; 
称 为 Young 函数 , # 
Pu) _ 5 
u 


lim 
u+ 


定义 g(t) 的 左 连 续 逆 函 数 如 下 : 

p(s) =inf{t:p(t)>s}. 
当 (u) Young rR, p(t) 700, WR p(s) Babe ABR 的 ， 
ERI Be 
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ve) | Yds 
称 为 Dak Young 补 函 数 ， 对 上 述 凸 函数 D, 定义 


p=sup sar upa gal a) 


Pu)’ q-1 
命题 1 if O(a) RAR HH mak, WE OO) =0. 
(STERA RHA, ARRE E Young 函数 . ) 财 我 们 


有 


q=inf 








1) wl) +P), ASS RABY v=o), RH 
v= g(a). 

2) B(Au) SAG (u), VASI. 

3) 下 面 性 质 2), b), c) Shr, 并 且 d) 成 立 : 


a) D 是 限制 增长 的 , 即 
C= supa) 一 co (CHACHA KR); 


b) 存在 o>1, 使 





c) O 的 如 式 (1) 中 定义 的 上 指数 p 有 限 ; 

d) 当中 是 限制 增长 函数 时 , p<C 一 1 而 当 劝 是 Young 函数 
时 , p> 1. 

4) Dj Young 补 函 数 罗 是 限制 增长 的 , H g>, H 
任何 情形 下 总 有 py 二 92. 

5) 4 p<oo 时 , VAS 1, 有 

D (Au) <A DP (u). 

6) 4e<ooft, P(u)/w 是 Ww 的 下 降 函 数 ; 当 g< 时 ， 
P(u)/ut 是 % 的 增加 函数 . 

7) 当 ?<co 时 ， 
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FOS PO). 
证 明 | 

1) 此 即 Young 不 等 式 ， 将 四 (ww)， 罗 (2) 分 别 解 释 为 由 曲线 
v 王 (4), u= pw) 与 坐标 轴 所 图 的 面积 即 得 ， 

2) 对 点 0,4, 以 及 其 中 间 点 Au, ， 利 用 凸 性 的 定义 ， 注意 . (0) 

-0, 即 得 . 

3) aS TETTA 现 设 a) MIL, 则 有 

up) <| Ot dt =P (Qu) -DSC DPD). 
BUM PSC—1<ee, FORE, RZ ORL M 


BP (u) Sup (u) > +D) ate ot dt 





= (p+ 1)( Plu) (2 
<0 +P an), 
(Pty (p+ 1) (u), 


这 说 明 b) 成 立 ， 以 上 完成 了 a), b), c) 互 相等 价 的 证 明 ， 
最 后 只 剩 下 d) 中 ?1 的 证 明 . 这 因 当 四 是 Young 函数 时 ， 





: up(u) =D (u) + ¥ (plu)), ze) 
从 而 
2 一 sup R EUD 
5) mapa <p, 4 
[eo 
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Tog <logdr, D(Au) <A? O(n). 














. P(u) 
6) 由 5) 即 得 
>) <P , WADI, u>0, 
MIEHET DC) /se 的 下 降 性 ， 类 似 地 , 有 
ug (u) ， Du) Du) 
BT POM ABO yy > 


VAS1, u>0, 
这 证 明了 O(a) [ut 的 增加 性 . 
7) .利用 4), 我 们 有 gz=2e<co. 由 与 式 (2) 相 类 似 的 式 — 
op (v) =V(v)+ D(p(r)), ; (2y 
op (0) -Pe = ¥ 0) <0 (0), 
vpo) Ep Dp) =P B w). 
代入 式 (2) WE Y (0) < (po DE w))e 
4) 先 证 Prde q> 则 由 式 (2) 以 及 
PWS 8) PHO)) | 
beor JEn ; lo 
推出 . 
Sana ppv) —¥ (v) L) 
Vo 
既然 由 左 连续 性 总 有 plov, Vo Ror, Ame 
vyo) -P oD, 


vyw) <qo? (v). 
这 证 明了 辽 是 限制 增长 的 , H Prs <0. 
现 证 go 委 Brz， 设 罗 是 限制 增长 的 ( 则 1<pr<co)， 此 即 YvE 
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R, vyw) SPY (w). BE vte, 然后 令 e>0, 即 得 
vý) SPY w). (3) 
既然 p(n) 是 左 连续 增加 的 ， 故 2 的 取 常 数值 的 区 间 系 是 {(a;， 
b]}T. Mula, bi], Sv=H(u), Mu<b;=$(o"); Mu=a,, 
&v=9(4;), BA a:=P(o*). EH uC[a,, 84], 式 (3) 给 出 
up (u)<op(v*)<peP (v) = pe (p(u)). (3)' 


至 于 对 所 有 wE U Cand], BMA VCR, Ev=pu), Hu 


=#%(o)， 因 而 当然 也 有 式 (3)'， 但 是 根据 式 (2), 我 们 有 
D< PD enp (u) —¥ (9(u)) < P 





<>up (u) EO Y (plu)). (4) 
于 是 我 们 证 明了 , 对 C= py, 有 


p< We 


D(u)’ 
此 即 1<py<do, W Ge<Py<oo. ff 

注 Dellacherie' 是 用 右 连 续 性 来 规范 p(t)，y(s) 的 .他 
只 证 明了 4 中 断言 的 一 半 ， 对 男 一 半 只 是 作为 一 个 问题 提出 ， 示 
加 讨论 .当然 这 两 种 规范 化 不 会 有 本 质 差 别 ， 既然 他 的 问题 是 对 
右 连 续 情 形 提出 的 , 现在 我 们 也 给 出 右 连续 时 的 证 明 . 

设 罗 是 限制 增长 的 , 证 明 1<<py 志 qo 成 立 ， 根 据 右 连续 性 , 总 





有 
u<p(p(u)), VuER'. 


HEA v= pu), 利用 罗 的 限制 增长 性 , 则 得 
up (u)<vp WS PrF (v) = py (p(u)). 
于 是 根据 式 (4) 即 得 De <LI). th Be 1< <o 


反之 , 设 orl, iE Prg LORT. HF o(v) MBER 
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eo pm SECC I RMR RONNIE ra NINN IARI 人 no n 


增加 性 , EGR RAK MAL (La, b)? 对 于 2E LU Ca, 


6], 易 知 总 存在 uCR*, E v=o), FA w=v(o). MRA 
(4), 得 
vp (v) =up(u)<go¥ (p00) =F Cv). 
为 了 对 于 v=a, 或 ?= 下 证 明 上 述 不 等 式 也 成 立 ， 我 们 先 由 ge> 
1, 得 到 与 式 (3) 类 似 的 下 式 
upu) Sq Y (plu). (3)” 
这 只 需 根据 (4), AB u—e, RS eR, Mik ov=a (或 
v=b,, 两 种 情况 是 完全 一 样 的 ), 令 一 # (a), Mampu) FH 
式 (3)” 给 出 
aY (a) SGF (pu)) = go (a). , 
RAM FRESE veU (a, bDK. EAT OSH 
实 , 以 及 对 2"= a, 的 上 述 不 等 式 的 结果 . 这 个 初等 事实 是 : 设 V(r) 
ER AR HMM, (0) =P (vw) 为 右 连 续 的 ， 又 设 [a, b) 
Æ plo) 的 取 常 数值 的 任何 一 个 区 间 . 且 设 在 在 常数 4 二 I， 使 
ap(a)<AV (a), Mill VoC(a, b), BA vyw) <AV (vo), ERE, A 
为 
vv) = (a+v—a) pa) LAY (a) +| ods 
<A" (s)ds= AV (0). 


于 是 我 们 便 完成 了 YoCR*, vp (v) qo (9) 的 证 明 ， 此 即 Pego 
<%. J 
现在 对 上 述 曲 函数 人 PD 定 义 Orlicz 空间 及 其 DB- 范 数 如 下 。 对 
可 测 六 数 f, 定义 l 
iflo=inf fa>0: E( e), (5) 
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L°={f: |fle<co}. 
1 1。 显然 是 正 齐 性 的 ， 此 外 , 它 的 次 可 加 性 是 由 于 多 的 同性: 
If-tg| a IFL) b igl 
o(lftol a+b j<) ; +5750 b ) 
而 得 ， 因 此 若 选 a, 使 
z( (A))<y, a<lflote; 
类 似 地 , 选 5, 则 有 
|f+g| 
B( o( S )<. 
从 而 上 f 十 gi。 三 a 十 5b。 令 se->0， 划 得 三 角 不 等 式 ， 这 样 1. 1。 是 一 


个 范 数 ， 这 个 范 数 与 另 一 个 通常 范 数 是 等 价 的 : 
Nolf)= sup |EC(fg) |. (6) 


gE(P 9)) <1 
关于 上 面 两 个 范 数 , 我 们 今后 需要 用 到 如 下 事实 : 
lflo<N, (Ff)<21fl,, 


9 Te) SY 
Am) 


IE(fg)|<max(B(Y (1g9|)), DNo(f). 
这 些 事实 的 证 明 , 可 见 Zygmund!"). 





(7) 


4.2 Be P-DE 


引 理 1 设 厂 ,了 是 非 负 随 机 变量 , O(u) ez RR R 
mE, P0)=0, HWE plu) (二 四 a) HEER, p0 
= 一 %(0 )， 则 下 述 两 不 等 式 等 价 : 


| (W-Adu<| Ydu, VASO, (8) 
{Wa} {W>A} . 
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| ow )du<| rm Yan, V 这 样 的 下 (9) 


证 明 在 式 (9) 中 令 p(y) = Cu>A}), Ml) OC) = (uà), 
ik , 


| (一 Don=| OCW) du 
{(W>4} 2 


<| eYit], Ydu. 


Wa} 
即 由 式 (9) 推 出 了 式 (8). 
对 式 (8) 两 边关 于 测度 dp(4) 积 分 , 得 
ffir Pae <| |, Neate. 
应 用 9 的 左 连 续 性 , 上 面 不 等 式 的 左边 是 


[,|, wr -Dap aan 
-| {or-aew |” +f paaa lan 
=| (BW) pO Wy aps 
[7| ap@au=[ Yow -p60 YY a 
此 外 , 显然 式 (8) 对 4=0 也 成 立 , 故 
[onar<| Yo)du+e0) | Wiu-p0) | Yan 


<| oau: 


出 此 完成 了 由 式 (8) 推 出 式 (9) 的 证 明 . 和 
$ 当 PF 不 平凡 时 ， 引 理 仍 然 成 立 ， 此 时 式 (8) 与 (9) 中 的 
积分 都 用 BC-) = E(-| Ho) 代替， 如 式 (8) 为 
BTW>A) (WAY <EVWUUW>Aapy), 
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引 理 2 设 了 是 非 负 随机 变量 ，4= (4,) ,>o 是 一 个 非 负 增加 
适应 过 程 , 使 对 一 切 停止 时 间 7, 都 有 
E(A,— Ar- Fr) <EY | Fr); (10) 
或 者 A= (4,) 是 一 个 非 负 增加 可 预报 过 程 , 且 4o= 0， 使 得 对 一 切 
停止 时 间 7, 都 有 
E(A,~ Ar| Fo) SEYF). (10)' 
则 
| CDean<| 0, Yeu, Va>0 aD 
证 明 先 考虑 第 一 种 情形 ， 定 义 停止 时 间 
T=inf{n: A,>A}. 
对 某 些 4, 以 及 某 些 点 mE9, 可 以 有 =0, 此 时 理解 4z-:=0. .对 于 
这 样 定义 的 停止 时 间 7, 总 有 Ar- SA 故 
A,—A<A,— Ar 
于 是 


faa, T (4 —Ar-)du 
=Í E(A,— Ar- Fr)du 
{P<} 


<f a PYF] y, Yau. 


现在 考虑 第 二 种 情形 .此 时 定义 停止 时 间 
T=inf{n: An, >å}, 
则 Ar SA (H T7 =0 ket, HEE 4,=00?)， 因 而 同上 面 一 样 可 
以 证 明 式 (11) 成 立 . E 
注 1 Lenglart-Lepingle-Pratellit 将 条 件 (10) 与 (10) & 


@ 需要 附加 这 个 假定 , 因为 条 件 (10) “对 A 没有 约束 , 而 (10) 却 不 然 , SRT = 
oki, ROORKEE EC AW SEY). 
。132 。 





述 为 如 下 的 等 价 形式 : 
| E(A,—Ap-)<EWUCT<c0})), VT (=) 
E(A.— Ap) <EWILEP<00})), VT, 
当 4 可 预报 , A =0, (==) 
由 条 件 (10) $5 (10) 推出 式 (*) 与 (x*) (如 (*)) 是 因为 
E( A, —Agp-1) = E(E (A, — Ar| Fr) UP <0})) 
<ECE(VYIK{T<0}) Fr)) 
= B(YI({T<oo})). 
反之 , 设 式 (*) 成 立 ， 对 任意 的 PE 哆 r， 考 虑 停止 时 间 T= 
TII(F) + coll (F’)), WIH 


B(A,— Ap.) =| (A. Ar- 


=| ,8(4.— hr- iPr) dn 


BONE <0}))<| Ydu= | ET Friu, 


妈 知 (4 一 Aral FNSEA (Fe). 

注 2 如 果 Vn, 对 取 常 数值 # 的 停止 时 间 了 TT， 式 (10) 或 (10)" 
满足 , 则 对 一切 停止 时 间 亦 然 ， 

注 3 设 (9,)。> 是 一 个 势 ， 则 它 由 唯一 的 非 负 增 加 可 预报 过 
程 A= (Ay) azo, 4o=0 ERM, BN Q5 Ela Al Fn). 5I 1,2 同 
时 说 明 , 由 势 本 身 的 控制 8, 志 B(7 | 字 ,)， 便 可 得 到 A HARE 
的 形 如 式 (9) 给 出 的 估计 (下 面 将 指出 由 式 (9) 足 以 得 到 凸 四 -不 等 
式 )， 用 这 个 观点 得 到 凸 O- ASK AARP A. Garsia 5 J. 
Neveu. 3 引 理 1,2 常 被 通称 为 Garsia-Neveu miks. 

注 4 A.Garsia( 见 C.S. Choui) 是 如 下 站 接地 由 式 (10) 
推出 式 (9) 的 ， 有 ` 
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(A) =["" pds Dp AD (Ad 
` i=l 


= (A) A, + (@ (Ai) - pù 
—9(A,))(4,—A,) + … 

=9(A1) (A, + AA tA Ag to) 
+ (@( Ae) — (Ay) (Ay — Ay + As— Ant") 
bes 

= 9(A,) A, + (P (Ar) —(Ay)) (A, — Ai) 十 

E(®(A,)) SE (E (p (A) (A. Ao) | o)) 

+E CECH (As) —9(A,)) (A, — Ar) F) Ho 
<E(p(A)E(Y |Fo)) +E((p(A2) 

— 9(A,)) EY IF, )) + 
<E(((A,) + (42) — 9 (A) +") ¥) 
=B(¥@(A,)). 

这 就 是 Garsia 的 通路 . 

注 5 本 引 理 对 家 不 再 是 平凡 的 情况 也 成 立 . 

下 面 介绍 Dellacheriet 由 式 (9) 得 到 上 性 -不 等 式 的 通路 , 这 
个 通路 比 早先 的 通路 要 好 ， 它 能 得 到 最 优 系数 . 

引 理 3 IDM HH Ky Young’, U,V 是 两 非 负 随 


机 变量 , 满足 
- EU pW)) <o, EU pW))<EWeW))+Cy, (12) 
则 对 同一 常数 Cy, 也 有 
E(®(W))<B(B(V)) 十 Cr- (13) 
证 明 根据 


up (u)= O(a) +¥(p(u)), vo EB) +Y lp), 
我 们 知道 , 4 E(Up(U)) <o, BRA E (plU) <o. KA 
在 式 (12) 之 第 二 个 不 等 式 两 边 减 去 (VC(p (D0)) 即 得 式 (13). ff 
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注 ” 引 理 对 FARE LI eae, Ei ECO PEAR EC), 
条 件 (12) 是 ae. 成 立 , Cy BF, HR. 

定理 1 设 A= (4。),>e 是 一 个 非 负 增 加 适应 过 程 (或 非 负 增 
加 可 预报 的 , 满足 tb=0), 了 是 一 个 非 负 随机 变量 , 使 得 式 (10) (或 
式 (10) ) 成 立 , @ 是 任意 一 个 如 引 理 1 中 的 限制 增长 的 Young M 
函数 , ? 是 它 的 上 指数 , 则 下 述 断 言 成 立 . 

a) E(®(A,))<E(Y9(A,))3 

b) E(A,@(A,)) <E@Y@(A.))3 

c) E(®(A,)) <E(P(PY)); 

d) {An o<Pl¥ lo. 

Wid a) 由 引 理 2 与 引 理 LATHE, h a) 推 出 b) 是 因 

4-p(4-) 去 2 中 (4.)， 


由 0) 推 出 d) 是 根据 范 数 1 |。 的 正 齐 性 : 即 考虑 过 程 ( 


(14) 


rina 
CRER Fe AFI BX (10) E10)’, 只 是 控 制 国 数 换 为 SPT, 
样 由 c) 即 得 


A oth) El rary) 


由 此 推出 14.1。<?17Y|。， 
余下 需要 证 明 由 b) 推 出 0). 当 (4。9(4.,))< 二 0， 具 需 应 用 
引 理 3 便 可 .一 般 情形 下 考虑 过 程 4 人 NN 二 (4, 八 入 ),>。， 它 显然 
仍 是 非 负 增加 适应 过 程 (或 可 预报 的 过 程 );， 现 在 说 明 它 还 有 如 定 
理 中 所 述 的 控制 函数 了 Y， 因 为 函数 八 NN Fe PAR, 所 以 
EB(AL/AN| Fa) SE Col Fn) AN, 

EASAN | Fa) — An ANSE CA| An) AN Ar AN. (15) 

4 ECA F) j Ari ASN, REAS N, 则 显然 有 
E(A,/AN| Fr) Arn ANSEO |F a), (15)' 
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既然 总 有 ECA,—Ag-1| Fn) 0, 那 末 剩 下 的 只 需要 对 满足 
An-1< N<E(A,,| Fe) 
的 点 处 进行 讨论 . 此 时 式 (15) 的 右边 为 
N— Ar- SE (Aol F n) — Ar SEY | Fa); 

总 之 ， 无 论 哪 种 情况 都 有 式 (15) ，( 当 4 可 预报 时 ， 用 4 代替 
Ani, 其 他 讨论 是 完全 一 样 的 . ) 上 面 我 们 对 过 程 AAN 证 明了 c) 
成 立 ， 令 N 一 co, 对 一 般 的 情形 , c) 也 成 立 . T 

注 1 设 4=(4) 是 如 定理 中 所 述 之 非 负 增 加 过 程 ， 对 常数 
y, 有 (4 一 4 中 宛 ) 委 ?>( 或 4 可 预报 时 ,加 (4. 一 4 Fn) Sy), 则 

ECA) <niy", Va, 


1 I 
E (e*4°)<——_ 0 一 
(e <I <A< y 


这 只 需 分 别 令 D (u) =u", O(u) =e" —-1, 应 用 本 定理 之 a) 即 可 ， 
注 2 对 不 再 是 Young KA D, 可 得 
E(@(A,)) SEY GA) EPP) EY). 
注 3 本 定理 对 Zo 不 再 平 几时 , 除 d) 外 都 成 立 ， 
BLE BATHE TT He RA h -不 等 式 . 
定理 2 设 D 是 如 引 理 1 中 限制 增长 的 Young MAR, (0) 
二 0( 或 O(u)=u), WAAR f= Cfa) n (fi 不 一 定 为 0), 有 
CIF lo < ISl Cl le. (16) 
证 明 ”考虑 两 个 增加 过 程 l 
f*= (fi) n>0, 


sD = Ar [50 =1fol + S140} 


根据 定理 1 ， 为 证 式 (16), 只 需 对 A=f*, Y=CS(f) RAW, 
A= S(f), Y=Cf*), 证 明 它 们 满足 式 (10). 根据 引 理 2 后 的 注 2 ， 
REH T=n 证 明 式 (10) 成 立即 可 , 
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考虑 新 的 子 c- 代 数 的 增加 族 { 丈 js>o, 共 中 Fa =F nm nE 
Z 为 暂时 固定 的 . 现在 Fo (=F) 当然 不 一 定 为 平凡 的 ， 设 f= 
(fm)m>o 是 关于 { 实 。)} mo 的 任意 一 个 蒜 , 令 
Im= fmin — fr- MEO. 
则 (Gm) m0 ERF (F n) m0 的 一 个 观 , 事实 上 , 因为 
E' (gn Fn) =E fnrm ~ fnil F nim) = frim fr = gn. 
由 2.6 节 所 述 之 Davis 不 等 式 , 我 们 有 
E(f*— fa | Fn) SE (Sup | faim fail Fn) 
=E'((g')*|Fo)<CE (S(g') | Fo) 
=CE (VEP -Sa GY? Fa) 
<CE (S(f)|F,); 
以 及 
E(S(f) —Syi(f) |Fn) SE (WSF)? — Bas GF) | Fn) 
=E' (S(g') | Fo) KCE ((g')*|F 0) 
OB (f*|F,). 
这 证 明了 (4, DERA), 当 (4, Y) =(P CSM R= SP, 
Cf*)). ff 
EMS DEMEM? HH, p= 二 pe( 或 Bw) 一)， 则 
对 一 切 鞠 f= (Fa) (fo 不 必 为 0), 有 
lolosi A Lo. (17) 
证 明 AER f=(f.), 考虑 过 程 4= (4 so 


A= SVE CAS. AIF i +1 fol, Ay =0, 
以 及 Y=(Ya)aso, 
Y= DIAS + | fol, Yo=0. 
1 
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则 我 们 有 , 当 ?之 1， 


BAM Al) E SEC ALL 11-2) ) 


atl 


OSAL [FBV Fa) 


n+l 
SEY ol Fn), 
以 及 


BA.) =A fl? + SMAI = BD. 


注意 这 里 4 是 一 个 可 预报 过 程 , 故 由 定理 1 知 
[Act o<pll¥oolo- 
将 Ano? (A), Yo=S? (PRA ER, 即 得 式 (17)， 定 理 证 毕 . 和 
注 当 多 (Ww) e, p2 ht, KAT) RA o) GSP IAL? 
模 不 等 式 ， 此 时 有 很 理想 的 系数 : 
lo DEV LSP P22 


定理 3' D 如 定理 3 所 设 , 则 Y BR f= (Cf (fo 不 必 为 0), 有 
Lo? (f)lo<plifl’ fo. (17)’ 
EA 同 定理 3 类 似 ， 令 4= (Arn 但 了 = |f|j:， 则 我 们 
有 , 
B(A.) =E EUF, 
Eal =E] SIAS) 


=ECf—fal? IF )= Bf — tfl l Fn) 
SEF IF). 
故 由 定理 1 即 知 式 (17) 成 立 ， 量 
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注 YOu)=u", pe2ih, 3017)’ lel 2. 8 池 命 题 5 中 所 
述 ， 但 此 处 系数 更 优 . 为 


lo Di< PI VE p>2， 


DLE KAMA it ERR — KH EA SK, 对 革 f= aaao 
令 ， 
M(f)=max(f*, S(f)), m(f)=min(f*, S(f)), 
定理 4 9 如 引 理 1 中 所 设 . WV RSH), 有 
E(®(M (f)))<CE(P(m(f))). (18) 
证 明 我 们 要 利用 将 在 4.5 节 定 理 16 中 建立 的 一 个 一 般 事 
实 的 特殊 情形 , BD: 若 设 "= Gunso 是 一 个 吏 ， 使 得 它 的 差 过 程 
(Ag。)w>。 有 一 个 可 预报 的 控制 , 意 即 存在 一 个 非 负 增加 适应 过 程 
(Di) nso, 使 得 1Ag| 专 D,-;， 则 对 限制 增长 的 山 函 数 ,有 


E(@(M (9))) ECE(D (mg) + D.)). (19) 
事实 上 , 它 又 是 下 述 更 为 特殊 的 不 等 式 的 推论 
Ey(M(g)) <CE,(m(g) + D..). (20) 


作为 一 个 练习 ， 我 们 先 证 由 式 (20) 推 出 式 (19)， 这 上 比 证 明定 理 16 
(Hl DRE BB BAS, 

对 任 党 的 neEZ' 取 定 后 ， 考 虚 新 的 子 o- 代 数 的 增加 族 
{Fn} moo = {F nimm 以 及 关于 这 个 族 的 加 

9 = (Ym): 9m =Jm+n—Jn-i,  m=0, 1, + 
它 的 差 过 程 (Agm) 仍然 有 可 预报 的 控制 过 程 
及 =(DD， 有 =D， Ds=D.. 

BAT BR 9 应 用 式 (20). 

注意 , 当 Ml) =9* 时 , RITE 

M(g)— My_\(g) <g* — max (Jà -1s Sa-i (9)) Eg*— gi a. 
类 似 地 , 当 M a) =5 09) 时 ， 
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M (9g) — Mn- (9) <8 (G) —8n-1(9)- 
因此 ， 
M (g) — M,_.(g)<max(g*—g2 +, S(g) — 84-19) 
<max((g')*, Sg) = Al(g’). 
此 外 , 我 们 也 有 
m(g’)<min(2g*, S(g)) <2m(g). 
由 此 对 鞭 g’ 应 用 式 (20) 得 
E(M(g) —My-s(9) | Fa) SE’ (M (g')|F 0) 
<CE' (m(g’) + Di.| #0) 
<CE(m(g) +Do|F x). 
从 而 定理 1 便 给 出 式 (19). 
现 对 任意 的 鞭 f=(f;),>0, 作 Davis 分解 fg 十 其 中 9g 满 
i Ag.| dt i h WE 
S| Akn| <E{2(d* — df _1) + 2B (a3 —d i |Fas)}. 
注意 , 我 们 有 
d*<min(2f*, S(f)), 
max(h*, S(k))<=/Ak,}, 
M(f)<MQg)+M(h), 
m(g)<min(f*-+h*, S(f) + S(h)) 
<min(f*, SA) +E |Ak | =m(f) +E Akal, 
E( (31 Ah, N) <CE(@(d*)) 
+CE(® (SE (dt—d*_,|Fn_1))) 
<CE(@(d*)) +CE(@(S(dt—di_,))) 
<CE((d*)) <CE(P(m(f))), 
这 里 中 间 那 个 不 等 式 中 用 到 凸 性 引 理 .〈 例 如 模仿 4. 3 节 引 理 6 的 
证 明 . ) 因 而 便 得 
E(P(M (f))) <CE (PM (g))) + CE(D(M (h))) 
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<CE(D(m(g))) + CE(D (d*)) + CE (D(m(f))) 
<CE(P(m(f))). B 
$ KRCA, Fo AREAL, HK (19) 与 式 (18) RYE) 
均 可 用 By ORE. 


4.3 q> 1 WD -不 等 式 


Doob 不 等 式 是 一 个 只 对 p> RYH P, 了) 型 不 等 式 的 典型 
代表 ， 此 外 ,已 在 2.4 与 3. 6 节 讨 论 过 关于 空间 LK, Ly Lil 
的 一 些 不 等 式 也 只 对 ?> 成立 ， 这 样 的 不 等 式 当然 不 能 期 望 扒 
广 到 任 章 的 凸 -不 等 式 , 但 一 般 而 言 , 却 可 推广 到 go 1 的 情形 . 
本 节 就 是 讨论 这 样 的 -不 等 式 , 其 中 涉及 到 的 一 个 重要 对 象 是 空 
间 aK py .的 D-H. 
引 理 4 EO 是 满足 
1< S go 

的 西 函数 ; Cf, 9) 是 非 负 随 机 变量 的 配对 , WEG a> ASO 是 党 
数 ) 


A| (f>aa}l<| Idu, VA>0. (21) 


(f>a 


es o£))<a0., B oA( or)) (22) 
当 a= A ht, 条件 po 二 oo 是 不 必要 的 , 并 且 此 时 Ca os o = 1. 
证 明 在 [0, ce) 上 对 式 (21) 两 边关 二 dp(4) 积 分 ,得 
jaf dnap iH<| | ,pp Jii, 
(J Ado aux | ("do @odn, 
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注意 , 我 们 有 


以 及 (分 别 用 P, q 简 记 Po. go) 
p (pu) < <p OLE) ply wy? Plu) 

<p yr 'plu), Vu>0, pel. (23) 

(注意 , 我 们 已 经 利用 了 当 p<co m. OO u 的 下 降 函 数 的 事 

实 . 这样, 式 (22) 便 由 式 (23) 及 其 前 面 的 两 个 不 等 式 直接 推出 . 至 
于 c= 有 时 的 结论 是 显然 的 ， 是 

注 这 个 引 理 对 安 , 不 平 几时 也 成 立 ， 此 时 条 件 为 

AE (IL ({ f>aA}) IFEI UFAZ), VASO. (21)’ 

根据 这 个 条 件 , YFEszw 我 们 有 


af MCF >ad) du< | git ((F>Ba}) da, 


| (£e (£)- o£ ane (5 ta 





由 此 即 得 
z(o (£) Fo <a’ wale) 
<q'C,, ps oB( go L La) (22)' 
HEEF, AE LAT (22) BOAR, 
引 理 5 iD Wns | 4 所 述 ， 则 对 任意 满足 式 (21) 的 配对 
(f,9), BA 
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Ilo Sal Ca m 019 le (24) 
Ma= BM, 当然 也 有 Ca m 6。= 1. 
TA 设 (j,9) 是 满足 (21) 的 任 一 配对 ， 则 (f 信 入 ,9) 也 满足 
式 (21), YN>0. 因 当 N>aå ht, 有 
{fAN>ad} = {f>as}, 
{fAN>BA}={f>Ba}s 
而 当 和 Na4 时 , 有 
{FAN >ad}| =0. 
因此 , 如 果 必 要 的 话 , 我 们 可 以 先 考 虑 (f 八 NW, 9), BMT FAN, 
9) 的 式 (22)， 此 时 


为 得 到 最 终 的 结果 ， AEA Noo 即 可 ， 这 就 是 说 , 我 们 总 可 以 
在 式 (22) 中 假设 EE o(L))<co, axe, 利用 引 理 3 即 得 


B( (FY))<B (EC » 00)). (25) 


此 外 ， 由 (f, 仿 满 足 式 (21)， 即 知 Ve>0, (cf, ep BRER 
(21), AA 


Al{ef>a} | = 和 > 所 | 


<fi) cgdu= | cf>pa code. 
因此 我 们 可 将 式 (25) 应 用 于 (ef c9), 其 中 c= G Cas ol gle) ， 
得 到 


a( e| L)) <8 (@(c9' Cm m MK, 


a i Y H 
[flo<—=ag'Ca », aiglo E 
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我 们 首先 考虑 Doob 定理 的 推广 . 

定理 5 设 了 -= (fn) occo BAER FMRC BIH, AAMC fal). 
MDE L PABA), © 是 满足 9=4o 之 1 的 出 函数 ， 则 

Lf*lo<q'Ifloe (26) 
证 明 IA Cn) ocne IEDF $k, 则 
ALLA} < | fada. 
A} 

于 是 , 引 理 5 便 给 出 式 (26)， 国 

现在 我 们 考虑 空间 K, 与 aL 的 @- 推 广 ， 设 0<a<co, OF 


一 个 Young 册 函 数 ， 先 给 出 几 个 定义 ， | 
“Ze = (可 测 函数 f:Flene= HFS <co}. eD 


iF *> 


aK = {FT MR f: 存在 至 少 一 个 适应 过 程 0= Oal) aso, 
使 得 存在 7 之 0, yL’, 满足 


EC f-On-11° Fn) SE (y*|F,), x=0, 1, =}. (28) 
注意 根据 约定 9.,=0， 以 及 式 (28) 中 =0 时 的 条 件 ， 我 们 知道 
iKoCL， 此 外 ,aK。 显然 是 一 个 线性 空间 ， 在 它 上 面 可 以 定义 一 
个 “ 拟 范 数 "如 下 @ 

IFI axe Sinf {IFIS = inf int {ye (28) 
注意 , 1<a<o0. 以 及 go>1 时 ,在 aKo 的 定义 中 ， 我 们 总 
WAR O= (faao f= BUF), DBR AME FOr, HH 
通常 的 拟 范 数 : 
fife =inf (91h), y 遍历 对 固定 9= (f,) 时 所 有 可 能 的 7. 
两 个 拟 范 数 的 等 价 是 根据 如 下 事实 : 
ECS- fail |g) S27 Bf — 0,1 |" |,) 


O 我 们 这 里 的 “ 拟 范 数 "， 指 的 是 满足 正 齐 性 ( A = AUPS LEARY 
AHASAIA t. 
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+27" | fair Onal" 
KITE |F ,) +27 Ey | Fas) 
<2°B((y") *| Fa, (30) 
以 及 
Ip) * lesta lr To, 
从 而 
flar SIS Nee S200) floes: 
此 后 , 当 1&a<oo 以 及 4g。 二 1 时， 我 们 总 固定 地 取 O= (fa), 同时 
采用 这 个 通常 拟 范 数 , FHM AP Bw“ +”, 
iL, hy 史 推 广 定义 如 下 ， 首 先 定义 集合 
G? = GE RL (gn) noo: ECP (219219) <1}, (31) 
其 中 1<a<oo, B 是 Young 函数 ,是 DB fy Young 补 函 数 , 然 后 
abe = (WR f: 存在 适应 过 程 6 二 (6,) noo, 使 得 
(f= sup Elgato), (32) 


flac =inf (I Fic. (33) 


类 似 地 ， 根 据 约 定 8.1=0 与 适当 地 选择 (9,)a>o， 其 中 90 =), 
9x 三 0, 2 之 1, EH LoC", 

注意 , 使 ,Ks 与 Ls 分 别 化 为 已 定义 过 的 aKo Fob, MBB 
D & Du) =u (O<acp), 不 是 中 (w) 一 wr 这 个 断言 是 容易 验 
证 的 ， 因 此 这 里 有 一 个 记号 上 的 微小 混淆 . 

现在 我 们 可 以 刻 划 。Ks 与 Lo. BHAI Ko. 

定理 6 ik l<a<co, D 是 满足 1<g<p<co Mh we. Il 


aKo=° L°, WAM HK, 我 们 有 
1 “lee 

Igy 7a lar SMF leros) laz 
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2r epg g) A If aro (34) 


证 明 因为 
f <supk (| f1*| Aa) = CFI)" 
EQf— fanal FOKT HES | Fn) EG |Fa)} 
<2°E CFI) Fa), 
我 们 得 
Mhar SIAFI *1o*<20q') F o 
=2¢q')/* If fe zo. 
由 此 证 明了 式 (34) 左 边 的 不 等 式 . 
现在 证 明 式 (34) 右边 的 不 等 式 成 立 ， 设 0 为 待定 的 ，Y4 
>0, 定义 停止 时 间 
T,= inf fr: Ifl >ra}, 


Ta=inf fn: Ifl > (a+ Dal. 


WT <T, RA (a+ AS h. 此 外 , 我 们 有 





(Tı<ojc fT <o, lfr fnil >g} 


于 是 得 
Al {f*° > (a@t1) A} | 


<a os 一 和 


T, <% 


=207! | \ECf—fr,-11Fo,) ("du 
iT, <0} 


a BU Pfeil Fedde 


{TL <% 


<f By | Fe, du 
oo} 


(7, < 
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. =e fp eons, sdp) YOM 
应 用 引 理 4 与 式 (23), 并 取 a= p, 得 
oF © pan) < Bo 7-1") 
Kepe i (yp (i ) 
最 后 , 由 引 理 5 , 我 们 得 
1f* josep g g2 O ry" lo. 


两 边 取 1/0 oe, 并 对 7 取 “inf”, 即 得 式 (34) 右 边 的 不 等 式 ， 量 
注 1 特别 当 PB(w) =u, 1<a<p<oo, HN 2. 4 ERT 











注 2 本 定理 条 件 在 如 下 意义 下 是 不 能 放宽 的 ， 即 当 ps 一 ce 
或 46=1 时 结论 不 必 为 真 ， 对 L CTARA p=% 的 例子 )， 如 
众所周知 , 一 般 地 , 我 们 没有 ,及 .( 一 BMO) CL”; 对 L CTARA 
ge 二 1 的 例子 ), —B Ae SK, 与 KEL 这 说 明 当 gs ==1 kt,- 
式 (34) 之 左右 两 边 不 等 式 均 可 以 不 成 立 ，Garsiat 指出 ， 可 以 构 
造 使 得 FO, FEL’, Afal <1, FEH, 的 例子 . 这 即 说 明 KSA 
下 面 我 们 举 一 个 说 明 KL 的 例子 . 

考虑 (9, F, u, {Fadaor), HH Q= (0,1), w=de, F, 平凡 ， 
F ,, Hn 个 原子 











f= Det en 


h= =$ ey) + eN (0, ,二 下) 


« TIA7。 





c 
e, =2"! > oF 


我 们 有 
lf— fail = |¢n1—en—1/ 1 (D+ 之 los—es -1lIIC), 
BC fa FT) = | Op 04-1 WT) 
假设 y= Dall BEAR, 满足 


EC\f—fa-1l (FASE Fa), 
Mi da> | cne], Yn, ER c,=2"/n’, W 
c,=2""! Ss Ne, 


sans zc 一、 YL og, 
277. 2” n 


由 此 说 明 yEL', 亦 即 SEK, RUE T KL, 
定理 6 设 0<a<1，@D 如 定理 6 所 述 ， 则 。K6=”L*， 更 
”确切 地 说 , 有 
Ifl le fl * 
<(2epg (gq )) Ifl (35) 
WER it JELO, o= (On), 0 三 0, 我 们 有 
fl e SIFIR, SIF’ ls” 
=| flee K AF1]. 
即 证 明了 式 (35) 之 第 一 , 二 两 个 不 等 式 成 立 ， 
现 看 最 右边 的 不 等 式 ， 设 fEK o, 0= (0.)。>o 与 ?E? 也 ?是 如 
式 (28) 中 任意 给 定 的 ,由 于 0<a<1, 我 们 有 
HFI ~ i101 11 nale. 
从 而 
BEIF i Ons FSE F), 
° 148: 





以 及 
EIFI = CFI Da Fa) 
SEIFI — Onal FD FEC FILE 0na lF) 
SE |F a) +E |F n1) 
S2E ((p")*|F,). 
因为 go> 1, 因此 
KeoC{f: Ifl°EKo}. 
更 确切 地 说 , 根据 定理 6 中 a=1 情形 的 结果 , 我 们 有 
HF) )* heepg 'g’ 120 * lo 
OFID ENS epg a e, 
AFIDI Cepa a fiz, 
注 如 定理 6 一样 , 对 更 广泛 的 人 B, 如 po 二 0 或 go 二 1 时 , 定 
理 结论 可 以 不 成 立 ; 当 pe= co 时 讨论 同 前 一 样 ; 当 go =1 有 时, 适当 
ERO, F, u, (F n>), HACE f, WE SIEL., UFD 
ELO, 则 了 说 明定 理 6' 的 结论 不 成 立 . 因 SEL CK e (ACIf") * 
EL’, 
现在 刻 划 ,Lo 首先 将 3. 3 节 中 引 理 2E aA L, 
引 理 6 设 外 是 满足 po 过 oo HBR, >O, hEL?, (en)n>o 
是 任 一 满足 互 |es| <1 的 过 程 ， 则 
9g=EE(he,|F,) 
满足 
Iglo<polkle. (36) 


证 明 i WSD Eje] F), W=W., 
k=0 
7,= Salesl, Y=Y.. 
则 车 定义 停止 时 间 T==inf {x; Wa >A), 便 有 
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j CW Adu 
tW>a } 


<| EW -Wr |F du 
* {T<} 


EY —Yp. |F r)du 


| 


<| Ydu. 
{W>A} 
因此 , 应 用 定理 1 即 得 
19je 委 [Ps 入 zol7lspzotpl T 

定理 ? ik0<a<o, $ 是 满足 gs>1 HBR, WL. 

Ke. 更 确切 而 言 , 有 
2 fl Sf eG) fs,. (37) 

证 明 i feKo. 则 存在 4=(0,),>0 与 yE LA 满足 

ESOP FEF- onl FAKE F), Va. 
IERA 6° 0), 有 

If) = sup | BZ] gal" | FOr? |2) a 


(Fn)? cae 


= sup Eiga EGEA 19 | F,)) ve 


《9 nea? 


< sup E(2\g,|*% p)" 


(an )E GO 


< sup max(E(W (Slg,)® D, DN eg (pt)? 


(9 pea? 
<2 tye”. 
将 此 9= (8,) 固定, 关于》 取 “inf”, 然后 关于 9 再 取 “inf”， 则 得 式 
(37) 之 左边 不 等 式 . 
BBE SaLe. 则 存在 9 一 (9.) ( 仍 简 记 f°? = 了 一 90, 1), 使 得 


fi, = sup ECZ | gal? | f-?] 2) <o. 
need , 
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RNAS, 考虑 过 程 

(pao, pee BUFO Plt |F a). 
现在 ， 我 们 需要 对 满足 b>, EAD 的 任意 REL" Kkt 
Ei h. Akt, ERA Ha 


Q= UF. F,={va-1<Pa= VAh 
n=0 


则 有 
sO eo ahlI(F,,)) 
= EGE GME IF) 
= ops IFPI EGE) zo) 
Rid 


SEMEDI F). 
Mo EA EME, FF AMS POA 41 节 命题 1 之 
4) 即 得 

IZgntv<Pvlhly<py= Qo. 
于 是 我 们 有 





(SHE) 

(qo) a 

因此 , RELI, 的 定义 , 我 们 得 
lps°lo sup EPX h) 


h: ECWCAD SL 


=0 


x e151» 


Le 





<Ge sup a Sa UKC EGIL), | 
h: Fin OO 


<a AFI)". 
& N>, HER yt? 一 supB(|f "FME 
EQS OL FLE |F,), 
我 们 得 
FER, <I NS <q) AEN, - 
对 4 取 “inf”, 便 得 到 式 (37) 之 右边 不 等 式 ， 量 
EY 1<a<0o 以 及 4o>>1 时 ,对 fEoK。 R fELo 我 们 总 
取 O= (Faso, 并 采用 通常 拟 范 数 , 则 式 (37) 成 为 
21h. <M lore SIGD BES D fro GD 
其 中 
f= sup (|f -fnil 1 F). 
这 是 Fefferman-Stein-Hanks 定义 的 函数 f* FERRI p hy R E. 
现在 我 们 考 虚 与 a。K。, ale HRM Ho, «Lo, “EMH AH 6， 
RERS 与 (32) 中 的 Oni 而 得 ， 这 是 3. 3 节 中 讨论 的 ,与 
aZ, 的 推广 ， 
4 1<a<co 时 , 无 论 是 否 有 go>1 我 们 总 取 6= (fase, I 
时 采用 通常 拟 范 数 , 我 们 有 
定理 7′ 设 0<a<co,@ 是 满足 qe>1 的 凸 函数 . 则 。 乡 。= 
Xo. 亦 即 有 
2 fl <Mf lor se (38) 
当 1<a<00, gg>1 Bt, 式 (38) 成 为 
27e ifle SI hr SIGD RESAD ， GD 
其 中 
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j=supB (|f — fal? (Fn). 


证 明基 本 上 同 定理 7. 

注 4 Ọ(u) =u, 1Sa <P ht, 式 (38) 之 右边 不 等 式 即 
化 为 3.3 节 定理 5 之 主要 结论 . 

注意 , 如 外 (uw) =u 的 情形 所 示 ， 对 Wo 与 Le 定理 6, 6" 
的 结论 不 再 成 立 ， 也 就 是 可 以 有 Wy = Le = LL? 

最 后 , 简单 地 讨论 一 下 当 go 二 1 时 有 关 空间 Ko ale, Hol 
Zo 的 一 些 问题 ， 关 于 它们 我 们 知之 其 少 ， 我 们 按 以 下 两 类 空间 
讨论 ， 当 固定 地 取 0=(f,),>o 时 , 记 相应 的 空间 为 下。 alg, so 
与 。 多 。; 否 则 记 为 Ko, Lo, He 5 Le, 

当 0<o<1 时 , 只 考虑 Ko, Los he. Zo, 此 时 由 于 

HFI — 0na l ISI, 
因此 得 到 初等 事实 
“LCaRoC{f: Ifl Ee), 
“L?C ala {f: IfI EPa}. 
HF Ko Lot REI. 
当 a= 2, 以 及 取 O= (f,) 因 定时， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
EMS 设 O(u) ERE po<co 的 Young 山 函数 ， 则 有 
2K g=2Le=2 o= {f IS(fFlo <0}. 
即 有 
PASK a <I SIS le. C39) 
TA RSH, WaT 


Ef- fnil l FES A)? - Sn PF a) 
SE(S(f)*|F,), 


我 们 得 式 (39) 之 第 三 个 不 等 式 . 


© 1536 


so metet i“ TONA RO RCO ERE Ee REA RASA OTE ane PS Ee™ «9 re RE ea EA =: 





现 设 fE Ko FER yp 之 0 为 ,Ko 定义 中 上 上 的 控制 函数 ， 则 
lfl%s,= sup E Zll? [F721 


@ peat 


< sup E(Z|g, y 


E 
Wn) a? 


< sup max(E (P21 gal? )) DNo (yp’) 


a ead 
<2) "Je. 
由 此 得 式 (39) 之 第 二 个 不 等 式 . 
Wit fo.Lle. 我 们 首先 给 出 .1,2。 的 等 价 表 示 ， 记 
R° = { 非 负 增 加 适应 过 程 (7.): EO (7.)) 专 1). 


则 对 应 于 7， = 24194!’ la] 3. 2 节 中 一 样 可 得 
Big? | FOP) = BCS g PEASE O PIF) 


- {È Igal Siar) 
pp 


=a Zra} 
从 而 
IFI, te=, S0p,E Eral Afa 13)? 


MERITZ EME EWY (0)) <1 (0) Bi Acne p= 
(Pano. MAF 6 是 限制 增长 的 ， 且 是 Young 函数 AKA 
1<p <, FÆ 1l<ppe=qr<o, PRU 


1e*ly<av lo ly<Po. a W(E)) <1 
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这 说 明 ( 关 24 ) “ER*， 由 此 我 们 得 
ISl, sup a oar e) 
Sai rabi aS ELF) |Afa| ) 


<posup a( i Afal ') 
<Pelf l. | 
定理 8 。 如 定理 8 所 设 ， 则 
wh e=2Lo= 5 ,= {f: lo(f)?Ig<co}, 
即 有 
a I PLH I Sop (39)" 


证 明 式 (39) 的 第 二 和 第 三 个 不 等 式 的 证 明 同 定理 8 因此 
只 需 证 明 第 一 个 不 等 式 ， 注 意 此 时 中 .1 o 的 两 个 等 价 表 示 是 


sup A Ss vp} 


Yeas 


= sup (X rail fal?) 


TER? 


由 此 得 


P: EPY 


lol < sup a( pele ) 


< rere ya (Sor. E AF, |? F, >) 


SPolflios E 


155o 





#1 A lu) =u”, p2, 则 定理 8 即 可 化 为 3.2 节 的 定理 
3, 式 (39) 中 除 第 二 个 不 等 式 中 多 出 系数 1/2 外 , 其 他 同 3. 2 节 的 
定理 3 之 式 (9) 中 的 系数 完全 一 样 . 

注 2 当 @(w)=w 时 ,上 1 2。 与 二 |。 应 采用 好 2? 定义 , 此 
时 Lo 应 理解 为 HoH: Lo MARAN, AEM S 
与 8 仍然 成 立 . 


4 4 BUNT OAK 


i O(u) zz RD R HM mM BR, DO =0, MEK olu) 
(= 中 (0 ) 为 左 连续 的 , p(0) = 910"), 因为 2( 妇 是 非 负 单调 下 降 
的 , p(o) 二 limg(w) 存 在 .又 , 对 于 所 有 这 样 的 四 函 教 O, BA 
P= (2u) L2P (u), p= sup“ 22 <1. 


D (u) ~ 
此 外 , 注意 到 





ig wacis ow) 
故我 们 有 
D= d= lim S OAA 


a>), b> 


= lim l pCt) uA t) | uAtdgCt)\ 
= up(co)—| uAtde(t), (40) 


其 中 一 lp(t) 是 一 个 非 负 Lebesgue-Stieltjes 测度 ， 
引 理 7 i O(u) CME OO) =0 Hm BR, W, Y È 
两 非 负 随机 变量 , 满足 
EW NASCE AA), VY4>0， (41) 
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则 有 
E(®(W))<CE(@(Y)). (42) 
证 明 DRL u=W, w= 了 代入 式 (40)， 然 后 关于 空间 变量 
积分 , 再 利用 Fubini 定理 交换 积分 次 序 , 得 


E(®(W)) = 9(00) BW) -| BW AA) AeA) 


<Cp(ooy EY) -0| EY Addo) 
+o) (E(W) —CE (Y)) <CE(@(Y)), 

这 里 我 们 用 了 E(W)<CE(Y), KARZH RAD h & Asoo 
ma. § 

注 引 理 结论 对 F 不 平凡 时 也 成 立 . 

现在 考虑 一 类 特别 的 凹 函 数 ， 

定义 1 ”一 个 如 本 节 所 述 之 四 函数 B 称 为 严格 目的 , 如 果 
p= supt g <1. 
38 itO EHAE W, Y 是 两 非 负 随机 变量 ， 满 足 


1 了 > 及 | <HB(Y AND+CN{YSHI, Vi>0 (43) 





则 有 


E(®W))< oo +es)B@). (44) 





证 明 首先 指出 (只是 单调 下 降 函数 ， 其 证 明 同 4.1 节 的 


a? 
命题 1 之 6) 中 的 一 样 (那里 证 明 并 没有 用 到 p(w) 的 增加 性 )， 将 
式 (43) 两 边关 于 dO) ROB 


rowa H pt] ide jao 


| Y<i} 
+CBE (DY)) 
- ©1576 


PENE ACSA 90 NOSES OT ASEAN TORU RN re Nc eee en ERR E STRAINED EE I TE 





<c,| 7 [AEO dut (0, +ODE W). 
aeta | SS. gne 


| 
Y 


“A 
[feo 


=Í | ebay 


= [OO at 20) 





- ("en 0 
ly t’ 2? Y 


<LO di (¥) 
Y 





因此 得 
EDW <( =P 0,40, + 0, EOD 
(1 JE 


注 ”从 引 理 的 证 明知 ， 为 了 保证 由 式 (43) 推 出 式 (44), AWM 
AM © 满足 





| ait che (45) 
而 条 件 
四 (on <PO(u), Yu, ER I<P<a, (46) 


”对 式 (45) 的 成 立 是 充分 的 ， 事 实 上 , 我 们 有 
© 1358 ¢ 








但 条 件 
(au)<ab (u), Va, Hat, (46)' 


对 式 (45) 的 成 立 是 不 充分 的 . 例如 DU) = —____~ 满足 式 


ice u) 
《46) ,但 不 满足 式 (45). 
条 件 (46) 可 被 严格 四 性 推出 ; 反之 ， 是 否 亦 然 ， 我 们 并 不 知 
if. 

' 引 理 9 设 (X,) aso 是 一 非 负 适应 过 程 ; B= (了 B,)，,>o 是 一 个 
非 负 增加 可 预报 过 程 , 但 Bo 可 不 等 于 0, 实 o 也 不 一 定 是 平凡 的 .又 
设 对 所 有 停止 时 间 T, 都 有 

E(X rI ({T>0}))<CE (BU ({7>0})). . (47) 
则 我 们 有 
B(X,\A)<(C+1I) E(B, AA), YA>0， (48) 
证 明 定义 停止 时 间 T=inf{e: Ba, >A}, ER AM BR 
有 作 任 何 假定 , 故 当 T= 0, 不 必 有 Br<A, 但 仍 有 
BzIH(C(Z>>0) 委 4. 
我 们 有 
X NASX IT = 00}) + AN {P<00}). 
以 及 
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Byll({7>0})<min(B,, A) =B AA, 


AL{P<co}| =| Adu 


{7T<0} 
<| Map+| „Bodu 
=E(B MÀ). 
故 有 
E(X Aa) <E(XplIC{7>0})) +E AIUT) 
<CE (Bri ({T>0}))+E(B„ AÀ) 
<(C+1)E(B-A2). i 
引 理 10 BARE 如 引 理 9， 但 条 件 (47) 改 为 如 下 稍 强 的 
形式 “ 
E(Xr| F) SEB: Fo). (49) 
WA 
[{X*>c} | < 二 8(B- 和 dD +| (B, >d4}l, ve d>0. (50) 
证 明 定义 停止 时 间 
T=inf {rn: B,.,>d}, S=inf{n: X,>c}. 
因而 有 
[{X*>e}|<|{X*>ce, T=c0}|+|1{T<00}), 
|{X*>e, T=0co}|<|{X7>e, T>0} | 
<|{Xs>e, SST, T>} IS] {Xanz>c, T>O} | 


<THE (Kenell({7>0})) 
=1E(E(Xsq2|F MT >0})) 


<THE (Bar| Fo) (T>0))) 
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=F (Bane {T>0})) 


<E (Boll (7T>0)) KHEB Ad), 
以 及 
1Z<co)}= 1{13-> 人 1. 
于 是 即 得 式 (50). 量 
= 当 实 平凡 时 , 式 (47) 是 对 所 有 非 零 停 止 时 间 了 都 有 
E(Xr)<CE(Br); 
而 式 (49) 则 是 对 一 切 停 止 时 间 T7， 上 式 者 成立， 两 者 差别 只 是 对 
外 二 0 式 (47) 不 一 定 成 立 。 但 当 Fo REFR, AUD 当然 比 式 
(47) 强 多 了 ， 此 时 在 证 明 中 用 到 的 条 件 的 确 是 式 (49)，、 对 于 稍微 
弱 一 些 的 条 件 ， 
E(X)<CE(Br), YT, 
我 们 却 不 可 能 推出 
E(X gall {7 >0})) SE (Ba poll {7 >0})) SEB. Ad). 
SE SE LRA SA A, EMEF, FLAN. {8 
我 们 将 指出 哪些 结论 当 FH 不 平凡 时 也 成 立 . 
定理 9 设 B(w) 是 满足 @(0)=0 的 增加 四 函数 ， 则 Y 思 
f=(fa)n>0, 有 . . 
E(@(S(f)*)) <2E(®(a(f)*)), (51) 
证 明 id 
W=8(1)’= DAFL? | fol? 
Wa= DlA? fol’, Wo=0, 


Y=0(f}= DECAF. Fr) t fol’, 
1 . 
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Y= DE(IAf IF, +t fol?, Yo=0. 


则 了 = Vaso 是 一 个 可 预报 的 增加 过 程 ， 且 对 一 册 停 止 时 间 卫 ， 
E(Wr) =E(Sr(f)*?) = E(or(f)’) =E (Yr). 
于 是 应 用 引 理 9 与 引 理 7 , 即 完成 定理 的 证 明 . E 
注 定理 结论 对 农 , 不 平凡 时 也 成 立 ， 因 我 们 有 条 件 
EOW r| Fo) =E (FY |F) = E(ar(f)?| Fo) =H(V7|F). 
由 此 可 推出 式 (47). 
定理 10 条 件 如 定理 9, 则 Y 园 f= ( 户 )>o 有 
E(P) EB Do )). (52) 
证 明 记 
W = f* = (fi aso, Yo = (anf) asos 
既然 对 一 团 停 止 时 间 7T, 都 有 
Wr=fr=(fP*)?, Yo=o(f™)* (53) 
从 而 
E(Wr) 一男 (( 太 7) 
SAE (fO?) =4E (o (fP) = 4B Wr), 
TË, 由 引 理 8 与 引 理 7 便 给 出 式 (52). § 


注 定理 结论 对 灾 , 不 再 平凡 时 也 成 立 此 外 , 当 Du) =u? 
(0<p<2) kti 
IESS] Ls. 
此 式 在 2.8 节 的 命题 5 中 已 叙述 过 ( 常 系数 不 同 ). 
定理 11 RSS) 是 可 预报 的 下 著 ， 扩 宕 0， 又 设 B= 
Banoo 是 非 负 增 加 可 预报 过 程 ， 其 中 B= sup fe， 则 对 一 切 严 
Hell] Be D(u), 都 有 


E(D <CE(@(B,)). (54) 
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证 明 ”考虑 非 负 过 程 X= (Xaho 
Xn =B, f= ‘supfr— fre 
既然 Bal FÀS f>, Met — OE EAT, 
E(X_|Fo) = E( By —fa| FSE Br Fo), 
应 用 引 理 10 与 引 理 8 , 即 知 
E(@(X*)) <CE(@(B,)), 
从 而 
E(®(f*))<CB(®(X*)) + CE(@(B..)) <CE(®(B..)). D 


4.5， 蒜 的 一 般 @- 不 等 式 


本 节 考 虑 的 © 如 不 另 加 说 明 ， 都 是 RA RE mA 
数 , 满足 @(0) =0, 且 是 限制 增长 的 , 意 即 
PaA) EODH), Yi>0a>l (55) 
定义 2 我 们 说 非 负 随机 变量 的 有 序 配 对 (J, g) 满 足 “ 好 4 不 
ER”, 如 果 存 在 a>1 以 及 p> 的 一 个 趋 于 0 的 序列 , 使 
{f >a, EPA} Ems l (F>A} |, (56) 
并 且 其 中 常 系数 Cas 对 固定 的 > 1, ME limen = 0, 
有 时 也 称 下 述 稍 弱 一 些 的 不 等 式 为 “好 4 不 等 式 ": 
[{F>aA}|<euel{F>A}|+Sael{g>BA}|. (56); 
引 理 11 DMA. G, 9) 满 足 “ 好 7 RER”, MRE 
B>0 充分 小 , 便 有 
E(P(f))<C.Cp-1 0ayp(1 —Calays) ECOG). GN 
证 明 首先 注意 -一 个 事实 , 即 对 于 所 设 的 四 以 及 任意 一 个 非 
负 随 机 变量 h, 总 有 
E(Bh)) =|"o avn, (58) 
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其 中 OA) ERD BB, oA) = {hA}, dO) 2 AE 负 的 
Lebesgue-Stieltjes 测度 .事实 上 , 这 是 Fubini 定理 的 结果 : 


EO) =| | dp Wa 
= F | mca>ayanaoca) , 


=fo (A)ad®(A). 
这 样 ， 为 证 明 式 (57)， 只 需 将 式 (56) 两 边 关于 测度 4G(4) 积 


apn 
E(B(E))<emB BF) +40 B| (-£)), 


EON) CB ( £)) 
<C tarp E(P(f)) + O06 EP9)). 
因 limeoo= 0, 故 对 %>1 BE, REP HA, A Calan <1 Oa 
就 是 式 (55) 中 的 常数 )， 因 此 , 4 B(D(f))<0o, 便 有 
E(BD(f)) KOC p bm (1— Coes, )'E(P(Q)). 
一 般 的 情形 , 因 (f,g) 满 足 式 (56) 或 (56), 则 自然 地 (AN, 9) 也 满 
足 式 (56)' 或 (56)，YNEZ+， 这 是 因为 当 N>aA 时 ， 
{fAN>ad}={f>ai}, {fA N>A}=(f>A}s. 
而 当 N<ad 时， 
{fFAN>aJ=C | 
应 用 刚才 证 明 的 不 等 式 F (FAN, g), WẸ N->co， 我 们 即 得 
G7). fj 
注 本 引 理 对 多 。 不 再 平 几 时 也 对 ， 此 时 条 件 为 
EI ({f>aA}) |F0) Seas (HI({f>N) | Fo) 


Fas EIU > BAF.) (56)” 
. 164» 





事实 上 ， 对 一 切 FEzzo， 对 任意 的 非 负 天， 类 似 于 式 (58) (注意 
6(0)=0), 有 
f, Gan=| BULL =| orada), (58) 
其 中 or( 力 是 本 (7)h 的 分 布 函数 , 它 即 是 
gr(h, A) 一 or) = =| {IP )k>A} [= [{h>a}N Fi 
=| UUAS>AHdn. 
FRE RN 56)" AS 
o(Z, a) Kase rlf, A) +8, e0r( 2 F a), VFEF a 
那 末 完 全 同 引 理 的 证 明 一 样 , 可 得 
|, OPLOO- dm Catan) "| DOn, 
E(D(f) |Fo)<C,Cg-1 basp( l~ Cafan) ECDC) |Fo). 
此 即 Fo 不 平凡 时 式 (57) 所 需要 的 形式 . | 
引 理 12 A,B 是 两 个 非 负 增 加 适应 过 程 (或 两 个 非 负 增 加 
可 预报 过 程 , =B 或 只 是 如 为 可 预报 过 程 , Bo=0， 而 4 为 
非 负 增 加 适应 过 程 ), 且 对 如 下 定义 的 停止 时 间 
T=inf{a; Be>BA}, WA>O, 
S=inf{n. A >A},  VWA>0, 


(或 当 4 有 之 一 .或 两 者 都 是 可 预报 过 程 人 时， 停止 时 间 的 定 文中 用 
指标 % 十 1 代 ) 丰 在 正常 数 4, 4 满足 


E((Ag-1— Avram -1)) Sak Bs AUST); + (59) 
或 当 4, B 都 为 可 预报 过 程 时 | 
BC Ag — Anng)!) Sak (BUN({S<T})); G9)" 
或 仅仅 B 是 可 预报 过 程 时 
E((Ar— Arncs-n0)’) SaB (B IUGS < 0})). (59)” 
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则 Ya > 1, 以 及 充分 小 的 BOO, AEN SECA, Badi ESE A AR 
R”, - 
证 明 先 考虑 A, 都 不 是 可 预报 过 程 的 情形 , 我 们 有 
| {A eA, BL< fA} | = 1 (4, ad, T= 00}| 
<| {Ar > ad} |L] {Ar — Aran -1> @—1)4} | 


Gx -iyt Ar- 1 Aram)" 


E(B- MICS <T})) 





Su Iy 


op 
< 72h 8 IS <00})) 


-íp 
= gtr (AnD ad: 
至 于 4 或 也 是 可 预报 过 程 的 情形 ， 处 理 是 完全 一 样 的 ， 只 需 


注意 





Arpas SASÀ (或 Arna- 1) Ag_1<A), - 
Br<pa. E t 

$È HAGHE, (69h EOM EC IFN, 
本 引 理 给 出 类 似 如 式 (66)” 中 用 条 件 期 望 表 i AY RE A RER”, 
EB 12 RSSa) MBAS eso 有 一 个 可 预报 
控制 , 意 即 存在 非 负 增加 适应 过 程 D= Dy) nao, E Afal S Da-i 
则 有 序 配 对 ( 产 ， S(A)+D.), (S(f), FEH Da) 部 请 是 SE A NG 

式 "， 从 而 对 本 节 考 虚 的 函数 2, 都 有 六 
E(D(f*)) <CE(@(S(f))) +CE(@(D..)), (60) 


E(@(S(f))) SCE(O(F*))) HCE) (60)’ 
证 明 RITA 


nmol > 
SP =| Z Afal’ APEKS + Dani Pact 
ent 
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对 B>0, VA>0, 定义 修 止 时 间 
t=inf{n: p, >fpå}. 
AG E LEE Bk f° =(fanedazo. 再 定义 停止 时 间 
了 一 inf {na: | 六 ?| >A}, 
则 对 a>1, 我 们 有 
Pan} | SIP > r= 0o}| +] {r<oo}] 
<I {FO* Sad} +) {r<eoo} | 
S{fO*— fy G@—1)A} | + | {e<00}] . 
DLE SBR o - RBH MNLF base, KPH LHF oir, 
TA Ba 
9 =FO f =n), Gee fR. 
WEE—TREF, A, EE 
fO* FRE <sup (| far’ — 17211) = (90)*, 
CH 4 FOO* = (FPL, 对 某 个 mT E MERRE SEA 
0.) 以 及 ` 
Sg) = SF — FP) <S(FOM CT <oo}) 
= SP ILET <0} <p, II r<oo}) 
< PAT <0o}), 
耶 末 应 用 2. 6 节 中 所 述 之 Davis RER, 我 们 得 到 
{fV >a} | S| (Cg) > (a@— 1D) A} | 





Sra Aye” IF >)) 
C Pi Y t Se 
<p eee (S(g') | Fr)) 


<£ | r<co}| 


= CB Vy oa) LEE pay}. 
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BRN 
| (ft>aa} | <LE il >A + HSC) +D > Ba}. 
这 就 证 明了 (f*, SHDA EAH ARR’, 
类 似 地 , 由 于 

fal Sfi- tH Dni = pri 

FEM (On) ELGER r, EIES GO) nao E NLRA T. E 

注意 

SFO) — Sra FOK SFO) Sp Gry 


=8(f fP) 
snp PARIL ep 
<2pAH({T <co}), 


同样 地 , 利用 2. 6 节 中 所 述 之 Davis 不 等 式 ( 另 一 半 ), MASA. 
P 十 D) 也 满足 “好 A ARERR” 

由 引 理 11 知 , 对 本 节 中 考虑 的 BB， 式 (60) 与 (60)' 都 成 立 . 时 

注 .本 定理 对 这 ,不 平凡 时 也 成 立 , 即 我 们 有 用 BC | 9%) ARE 
8(.) 后 的 式 (60) 与 (60)'， 这 个 断言 的 验证 类 似 于 引 理 11 后 的 注 
中 所 给 出 的 . 

定理 13 f= Sa) BIENE WCG), f*) 对 一 切 > 
1, 50<p<VJo? 一 1， 满 足 “ 好 1 不 等 式 ?"， 故 对 本 节 中 的 巧 都 
有 

E(®(S(F))) <CE(@(F*)), VAR GRR f= Ch), (61) 

证 明 设 f= (f,) 是 给 定 的 一 个 非 负 鞭 ， 为 避免 Bw Moria 
是 ,无妨 设 它 是 有 限 观 ， 记 d=, 一 J -1， 定 义 停止 时 间 

t=inf {n: f,>>BA}, 


T=inf fu; VU) [aaah 
k=l 
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Hew TUT <oo})<r—1, dn 2.2 节 中 引 理 1 的 证 明 一 样 ， 利 
用 如 下 代数 恒等式 
E I< d]? 


b=T+1 


=2 D farant fi- atf (62) 


H F{THISKS EF, n WRT + 1<k<r} C{AT<k—-1}, R 
我 们 有 (因为 玉 述 级 数 绝对 值 的 和 可 积 ， 所 以 积分 与 和 号 可 交换 ) 


a > ff fd Is) 
k=T+1 
= B( SMT 1k) Sf) 


= PEUTIE Df, Efe Fa | Fed Fed) 
k=l 
=0. i 
HER a>1 与 充分 小 的 BO, HH a> (1+ AY, M 
(8._1(f) >a} = fr- (f+ Afal? 
+ FD la Nr) 一 
i 7 


让 = 多 二 


fs HD [dy [> (a1 PYF NT). 


Peres! 
这 里 用 到 Sra GYA, 以 及 
[|Afe|’<max(fo, fr- SFI pA, 
因而 我 们 有 
EMUS. (f) >a) |F x) 


, - 
“earl 已 IUEL) dy |*1Fz) 
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Spr gn ff PT)) 
2p 2,8" 
Sipi ana fear ll CT<r}))< ae 一 1 一 B “ 
这 里 了 的 非 负 性 用 在 导出 下 式 


ECF Ff. JF DIIUT <T} pA. 
FE, WAS. (fads ClT<ojeF r, Pr 


HS D>] TICS... >ad}de 
-| DUNS, f)>ad))| Fr) dn 
< EENS 
2p 
一 1 一 |{S. (Cf) >A}. 
最 后 我 们 得 
[SCP >a, f*<PA} <a -只 glS DSA. W 


现在 我 们 对 某 些 可 预报 过 程 sem 12, 

定理 14 AME LB, Z=.M— A 2H Dood 5 
fe, WERE TTR, (An, Zi- RAE ARR, AT 
ARATE Z EMMY, 有 

E (®(An)) <CE(®(Z5-1)), (63) 

i EZ REAM EM, Z=M—A RIE Dood HM, R 
BERERE. WEET RAZ = (Zan) 仍 是 非 负 
EPR FEZ = MU — AM BH Dood 5) RF, 事实 上 , 2" 是 上 
ee 

Bganal ga-) =B( 3) ZlI({R=A))| Fai) 
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+E(AM (RER})|Favd 
<All ({Ra—1})+Z, MURER} 
= Zin -DAR， 
MATE A iy Doob FR E BAG, Bile 考虑 2) 与 
BR ZESES HR. BARGE R= oo 的 情况 . 
注意 Doob 分 解 中 的 非 负 增加 过 程 A= (As) aso 是 可 预报 的 . 
ie B= (B,)w>0; Bo=0, Ba= Za- WB BIE AMM HR 
程 , 并且 4,= Bo=0， 根 据 引 理 12 知 ， 我 们 只 需 对 任意 停止 时 间 
T, S, 证 明 9 一 1 时 的 式 (59)'. 
为 证 式 (63), 只 需 先 对 有 限 非 负 上 壬 证 明 即 可 , FASB ERU 
态 地 收敛 ， 因 此 我 们 总 可 设 Doob 分 解 中 的 拷 以 是 L pii. T 
是 
BE(Ar— Asnar) “ECM —Msrr t Zarr — Zr) =E (Zeir— Zr) 
KE (ZsarlIUS<T)) SE (27 IIHS <T})) > 
=E (B -IIS <T})). 
定理 15 ik ZTk, HK Doob 4h Z=M+A t HME 
致 可 积 的 . 则 
a) V 限制 增长 的 Young hk D, p 是 其 上 指数 , 有 


E(D(A,))<(2p)*E(O(Z*))5 (64) 
b) HZ AIAN, D 如 a) 中 所 述 , 则 有 
E(@(A,)) <p'E(P(Ze))5 . (65) 
c) 若 2 是 可 预报 过 程 ,Zo=0, p 是 本 节 中 所 述 之 任意 函数 ， 
mi 
E(P(Aw)) SCE (P(Z3)); (66) 
d) Z 是非 负 的 , D EA, 则 
E(P (Z*)) SCE (DL Aw))5 (67) 


c) Z 是 非 负 的 , 且 有 点 态 极 限 Z © 是 如 函数 , 则 
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E(®(Z.)) SCE (P (Z+ Aw)). (68) 
证 明 2) 注意 4 是 一 个 可 预报 过 程 , 利用 
E(Aw— Ap) =E(M,—M.4+2.—Z7) =E(Zo— Zr) 
<2E (ZEN ({T<co})). 
则 定理 1 便 给 出 式 (64)， 
b) fila) —FE, Bish Z BAK, 所 以 有 
B(A,,— Ar) SE (ZU T<oo})). 
c) 此 时 A, Z* BEA Ane Le, 因此 对 任意 的 两 个 
停止 时 间 T, S, 有 
EB (Ag—Agyr) = ECM snr -Mr +Zg— Zart) 
=E(Zr— Zanr) S2E (Z411 US <T))) , 
再 由 引 理 12 与 引 理 11 便 给 出 结论 . 
d) 考虑 X=Z2 为 非 负 适 应 过 程 ， B=Z)+A 为 非 负 增加 可 天 
报 过 程 。 对 一 切 停 止 时 间 T, 有 
EZ Fo) =E(Mr| F.) + E(Ag| Fo) 
=E( Mot Ar| F) =E(Zo+ Ar (Fo), 
由 引 理 10 与 引 理 8 即 给 出 结论 ， 
e) 同 9) 一 样 , 有 
E(Zq| Fo) =H (Zot Arl|F,). 
这 是 一 个 比 
E( ZL ({T>9})) SEZ + Ag)ILUT>0})). 
更 强 的 条 件 ， 因 此 再 利用 引 理 9 与 引 理 7 便 得 出 结论 ， 
现在 讨论 4.2 节 中 已 经 讨论 过 的 算 子 MA) m(f) ial y 
般 多 -不 等 式 , 
定理 16 设 f= (fan 是 使 得 其 差 过 程 为 可 预报 地 被 控制 
ABR, BR| Afal SDa- (S), D=(Dalf) aso 为 非 负 增 加 适应 过 程 . 
则 对 本 节 中 所 考虑 的 D, 都 有 
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E(®(M(f)))<CE(@(m(f) +D). {89) 
证 明 同 定理 2 的 证 明 一 样 ， 我 们 要 利用 那里 使 用 过 的 下 述 
形式 的 Davis 不 等 式 
E(f*—f%_.|Fa)<CE(S(P NF), 
E(S(f) —Sy1(f) | Fa) <CE CIF n), 
以 及 利用 引 理 2 与 引 理 1 .由 此 , 对 OCH) =u", 我 们 得 到 
E(f**) <CE(f*S(f)), ECS(f)*)<CE(f*S(f)). 
于 是 有 
F(max(f*?, S(f)?)) <E(f*?+ 8(f)?) <CE (f*8(f)) 
= CE(M(f)m(f)) 
<CE(M FB (m(f)?) 7, 
2 ECM) <o, 它 给 出 | | 
E(M*(f)) <CE (m*(f)). (70) 
事实 上 ， 这 个 不 等 式 对 一 切 蒜 都 成 立 ， 这 是 因为 我 们 可 以 先 考虑 
ARI REPOR, MAARTE, H m) EL 总 可 以 推出 


MEL" BERR PLDA LNS (月 ) . 此 外 , AF 不 平凡 
时 , 式 (70) 还 可 以 是 用 EO | Fo) RAE 万 () 的 形式 : 


E(M (f)?|Fo) SCE (m(f)?| Ho). . (70)’ 
Rik f= CG) 是 任意 一 个 如 定 理 中 所 设 HR. 考虑 与 之 
联系 的 两 个 过 程 i | 


A=M(f)=(M,(f)), M (F) =max(ft, 9.(f)), 
B=(B,) = (my_,(f) + Dy (f)), 
我 们 有 
ma(f) =min(f*, SC)<min(f + Ds, Ss1(f)+ D1) 
=Ma- (f) + Da, = By. 
BES, 是 引 理 12 中 的 停止 时 间 ， 考 虚 停 止 鞭 下， 以 及 新 o- 代 
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BB: 
{Fn} mao = {F miskmro . 


则 , 

= FO—FP.= Ganon MSR- R 

便 是 一 个 关于 { 字 jn} nso OR, HARITA 

My (f) — Macs Max (fr — firca- SrA) — Erais- fD 
<max (sup | fares -fl SE FP.) = MO); 


m(g') = min(sup| fars — FPN, SCFM ER) 
<min(2ft, Sr(f ICS <00}) <Cmz NHHS <}. 
FERRET P bro (注意 多 "= F HEA E ALAN) ekg = (ga) 
EARO, 便 得 到 
BC Ap — Aracs-)?) SE (M(9')") SCE (m(g')*) 
<CF (my (f PUC{S<co})) 
<CE (Bi ((S <00}), 
再 由 引 埋 12 与 11, 即 得 式 (69)， 重 
YF ARE LI, Bt A Fo) RB EK 
(69)， 此 外 我 们 指出 , 也 可 异 仿 4.5 节 中 定理 12 的 证 明 来 证 明 本 


最 后 我 们 来 考虑 极 大 国 数 与 站 -函数 之 间 的 多 -不 等 式 ， 我 们 
要 证 明 它 们 满足 “好 4 不等式 "， 所 谓 间 -函数 是 
fi=suppa=sup Ef = fna Fn, FEL, 1Sa< 0%0, (71) 


fie supB IFI CFIA)", JELA 0<e<1, (71)! 


定理 17 设 多 如 本 节 所 述 ， 则 
ECF DS Cae EEH), (72) 
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证 明 首先 考虑 1a<co, 设 a> O 为 任意 固定 的 ， 0 一 一 
1 为 待定 的 ， 定 义 停止 时 间 如 下 : 
T=inf{n: |f] > (gD)), 


S=inf Ín; |f41"> 50 aA raat 


R=inf{a: p> BA}, pe EO Aal. 

则 S<T, H. 
| {T <0} | = | {T<%, S<R}| + | {7 <00, RES} 
<|{T<o, S<R}| + | {R<%}l, pos 





{7<00, 8<R}C{S<R, |fr—fail Sgr} 
这 样 , 我 们 有 
HT<, 8 <B <E fr 一 Pa 
{8<R} 





2! _ a 
=F] pcg Ofer) [eae 


Ef ptan<poe'| {(8<o} |. 
{a<cR} i : ` 
从 而 ， 
[p> ata} <p | fo J jitoa. 

BEER limp20 t= 0, 以 及 pte CAE), RE, GHORER 


ARBA”, HF D 为 限制 增长 函数 , 因此 由 引 理 11 可 推出 
E(D G*)) LCE (DUGE). 











但 因 :. 
AJIDE Si+), 
这 说 明 式 (72) 当 1<<4 过 co 时 成 立 .… 
当 O<a<l 时 , 我们 有 
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EIH- FID a1 | Fad SEC IFI- AFDE), 
AFD GH.. 
这 样 由 上 面 证 明 的 对 应 于 a=1 时 的 结果 即 得 
E(®(Uf19*)) EO,0B (PCA F19*)) 
<C;,o8(®((ft)%)). M 
注 特别 地 , 当 a=1 以 及 Ou) =u 时 给 出 - 
BC f|*)<CECf*). 
这 便 回 答 了 Garsia 94214 AO ( 见 第 三 章 章 后 注 记 的 3. 6 H). 
由 式 (71 与 (71) 知 
(fs<CCHI9+。 
故 与 式 (72) 相反 的 不 等 式 自然 也 成 立 ， 


章 后 注 记 


4.1 节 qo 是 由 Dellacheriet1 引 进 的 ;此 外 , 命题 1 之 汉中 
HER =g 是 否 无 条 件 成 立 是 该 文 提出 的 一 个 问题, Long 
对 这 个 问题 给 出 了 肯定 的 回答 ， 其 余 的 结果 可 见 Garsia, C. S. 
Choui”, 

4.2% 引 理 1 与 2 通常 称 为 Garsia-Neveu 3|, €M 1 
属于 Dellacheriet5, 这 个 通路 优 于 原来 的 通路 ， 是 在 于 得 到 了 最 
好 的 系数 p. 定理 2 属于 Burkholder-Davis-Gundy'", 定理 4 
属于 Lenglart-Lepingie-Pratellit?， 其 中 对 O(a) =u" (I<p< 
co) 的 结果 由 L. Chevalier 首先 获得 . 

4.3 节 引 理 4 与 5, 在 此 书 以 前 似乎 未 曾 明确 地 出 现 过 , 其 
思想 是 受 了 Dellacherie 区 的 启发 ， 定 理 5 属于 Dellacheiref’). 
空间 Ko, 。7。 及 其 有 关 结 果 ( 定 理 6,6' ,7,7' 等 ) 都 属于 Long. 
定理 8 与 8 也 是 在 此 书 第 一 次 出 现 . 
©1766 





4.445 引 理 7 属于 Buvrkholdert?， 此 处 严格 四 性 以 及 引 
理 8 是 第 一 次 出 现 ，L-L-PC 曾 引进 所 谓 “ 慢 增 性 ”如 式 (46) 所 
示 ， 设 p(w) 是 任 一 严格 下 降 的 非 负 函 数 , 则 

bu) =| pty ae 

便 是 满足 式 (46)' 的 “ 慢 增 ”函数 .如 此 看 来 ， 这 种 类 似 嫌 过 大 . 车 
修改 “ 慢 增 ?性 如 式 (46) 所 示 , 则 如 我 们 已 在 正文 中 所 指出 的 , 这 样 
的 * 慢 增 "性 完全 可 以 保证 由 (43) 推 出 (44).， 引 理 9 隐 含 在 Burk- 
holdert， 明 最 地 叙述 在 L-L-P， 引 理 10 MF L-L-P!, € 
理 9 10 属于 Burkholder-Gundy"™, 388 11 属于 L-L-Pl', x 
(u) =u? (O<p<1) Hy iF HE BIG LE D. Burkholder 及 M.Yor 
eS 

4.545 引 理 11 属于 Burkholder"), 引 理 12 属于 L-L-Pt， 
但 其 中 第 三 种 情形 ( 即 仅仅 8B 是 可 预报 过 程 的 情 形 ) 是 本 书 补 
充 的 , 它 更 适 于 应 用 ， 定 理 12 5 13 属于 Burkholder”! Z 14, 
15 与 16 RF L-L-P!, gH 17 RMT Long, HPA 
WRT Fefferman-Stein", Hanks"? 与 Strömbergi”, 


©1775 


ee i tng o name Cm RR NORE A REDE ME RELA tema i E 
ts Ra A RT EER AE EE a 





第 五 章 BMO $o 


WO, F, 4) 是 一 完备 概 来 空间, {这 ,}。>o 是 完备 的 子 0- 代 数 
的 一 个 增加 族 ， PEF = V Fn 为 简单 计 ， 仍 设 宛 。 是 平凡 的 . 


M1l<a<o, 我 们 已 经 定义 过 空间 BMO, 
BMO, = {#h f= (fa): Ifi Bmoa 
=sup|E (|f -fnil Fu) N00}. (1) 
则 它们 是 AS BRR 等 价 类 的 Banach Bilal, —M BR Bis fo 
一 0. 
我 们 将 在 5. 1 节 中 证 明 
BMO,=BMO,, Va>1. 


这 里 BMO,CBMO, 的 证 明 是 根据 Holder AN 3% ij BMO, 
CBMO, 的 证 明 则 是 根据 John-Nirenberg 叫 定理 ， 正 是 他 们 引 
a T R” 上 了 BMO 函数 空间 的 概念 . 在 5.2 节 中 ， 我 们 要 介绍 
Coif man-Rochberg!”! 引进 的 BLO WORS, A Hibrit 
BMOS BLO 的 关系 , 其 主要 内 容 是 BMO 鞭 的 分 解 .在 5. 3 节 中 我 
们 要 讨论 Carnett-Jonesi XF BMO $k LZS Mj Hy PE W H E 
理 ， 最 后 ,在 5. 4 节 中 我 们 还 讨论 其 他 一 些 相 关 问 题 . 
®© BMO 是 英文 Bounded Mean Oscillation 的 编写 , 总 为 “有 界 平均 振动 " 或 
“平均 振动 有 界 ”. 

@ BLO 是 英文 Bounded Lower Oscillation 的 编写 ， 意 为 “有 办 下 振动 或 
“下 振动 有 界 ”. 
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5.1 John-Nirenberg 定理 


为 证 John-Nirenberg 定理 ， 先 证 一 个 引 理 ， 其 思想 属于 
Stroockt， 可 见 Meyert， 引 理 中 参数 范围 的 明确 化 是 Long™ 
给 出 的 .当然 它 们 未 必 尝 最 好 网， 我 们 也 已 在 2. 4 54 3 节 中 将 
这 个 思想 应 用 于 对 空间 OK > 等 的 研究 . 

引 理 1 设 字 ,不 一 定 是 平凡 的 . 设 fEBMO,, flewo, <i 
(fo 不 一 定 为 0)， 则 对 O<a<te, 有 

E(exp(a sup| fafo IF) KK. Lo. (2) 
证 明 记 9= (ga): g= fafo g*=sup|fa— fol, HA, H 
>0 定 义 停 止 时 间 
T=inf{n; (gal >A}, “r= inf{n: gal >A+ u}. 
因为 go=0, 所 以 了 >0， 此 外 , 显然 有 TST, VEER), 定义 
nf oCF, „f off, 
co, wF; œ, w€F, 
因为 Tr<tr, UR lor, 1) 魏 4 我 们 有 
n ap (A+ = gt >At BNF] =| {tx<00}] - 
<| {Tr <, |9.,—9r,-11 


=|f.,—fe,-:|>u}1- 


于 是 得 到 
i vr Ot DE| apem Meg Pty EH 

. <f ape EG el F,) be 

Kifa, BUS fe, 1 Foy dda 
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<1 {g9*>4}N F] = “or (A). 

转 别 地 ， 取 =e, A=ke, 由 此 即 得 

Orte) < or (ke) Leor) e 
因为 ory (为 是 单调 下 降 的 , 故 对 e<A<00, HEE He<4< (t+De， 
k=1,2, +-, R . 

Op (A) <ap (ke)<| Fle" 
<|F|e*e"*”*. . (3) 

这 个 不 等 式 对 0<4<e 也 成 立 , 因为 

| | Flee >| F] ezr (A). 
于 是 ,对 0<a<1/e, 我 们 得 到 


1 
一 -一 < 
Fil, “duS1 + Fil, Op (A)de™ 


<1taetf” e-d =K, <. 
0 
此 即 
E(e**|#)<K,<00, Yo<s< 工 I 
定理 1 HF, fo PEM MRE. it SCBMO,, 则 对 0<a< 
(elflpmo,) ,有 
supiB(exp(ejf 一 也 办 JI<K<co (2 
证 明 对 一 般 的 fEBMO,， 由 考虑 f/1flemo, 即 知 ， 为 证 明 


式 〈2)  ， 只 需 考虑 |flsuo, <1 5 0<a<1/e 的 情形 、 现 设 f= 
(fa)na0 EBMO,, 有 iflpmo,1. 

现在 对 任意 的 xEQ+ 固 定 , 考虑 新 的 子 o- RK Fo} moo, 
K FaF IAk F XN Hs Wk 9= 一 六 -= (frrn— 
fa-1)na0. l 
. 180°» 





E' (19 — gmi l | Fn) 
=E f- faa Cf faan Foam) 
=E (| f- famil] Fanm) <1, : 
这 说 明 9 RFO, F, u, {Fn} ) HE SB) 的 条 件 (此 时 F= 
Fa 可 以 不 平凡 , 一般 地 ，g = 所 一 记 -, 也 不 为 0 )、 因 此 , Va, 0<a 
<1/e,8 
E' (exp(a sup| gm] ) | F0) <Ka<oo. 


于 是 
E(exp(a|f—f,s1)|F_)<E (expla supl faim—fe-11) | Fa) 
<K.<0. (2)”" 
因为 对 fEBMO,, 
lfa Foal = IEG- fai] Fa) | <A flamo; 
因此 式 (27 便 由 (2)” 推出， 是 
EL ”我 们 之 所 以 用 (2》 而 不 用 (2 来 处 述 JohnrNirenberg 
定理 , EARO 较 (2)“ 要 方便 得 多 ， 因 对 连续 时 间 的 软 , R) 
中 的 和 应 该 用 一 切 停 止 时 间 允 代替 ， 式 (2)” 中 的 4 一 1 应 该 用 7- 
代替 ， 而 对 不 是 可 预报 的 停止 时 间 7, 7- 处 理 起 来 是 很 麻烦 的 . 
$2 定理 1 就 是 所 谓 John-Nirenberg 定理 ， 其 原来 的 形 
式 是 说 了 的 (局 部 ) 分 布 函数 是 e 的 负 指数 级 ， 它 与 指数 可 积 性 是 
等 价 的 ， 并 且 我 们 也 已 在 引 理 1 的 证 明 中 得 到 了 f* 的 分 布 函数 
的 估计 | 
O AKEEF], VF, Lf lemo,<1, Vn, VFEF,, 
注 3 定理 1 特别 地 推出 , 每 个 JEBMO, 必须 满足 
sup] E (| f~ fnil 1 Fa) 12 <co, Va>1. 
此 即 BMO,=BMO。。 因 此 这 个 空间 记号 的 下 标 可 略 去 ， 以 后 可 
用 BMO 表示 ， 
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注 4 EAH AAR aay. wm% E exp(as?(f)) 
的 可 积 性 ， 则 可 得 到 a 的 用 |fisxo, 表示 的 上 项 ， 如 下 面 定 球 
所 示 . 
定理 1 # fEBMO, M Va, 0<a< (If limo), 有 
Elexplas? (FSA —alf himo) 
证 明 首先 直接 计算 给 出 
E(S:(f)—S2 (AF) =BUf—fr VIF <I Fluo,» 
又 因为 (S2(f)),zo 2—- TAH HE B,C R O 
4.2, 节 中 引 理 1 与 2 ) 知 , 特别 地 ， AHR PO =e ~1, a>0 
待定 , 有 
E(P(S?(f))) <E(p(S"*(F))) [fl iyo,, 
其 中 plu) =D' (u) =ae™, 这 样 我 们 得 
B(exp(aS*(f)) —1) Salf limo, E (exp(aS*(f))). 
如 B(exp(cS:( 户 ))<co， 则 此 不 等 式 直接 给 出 所 和 希望 的 不 等 
， 一 般 情况 , 我 们 考虑 过 程 (82(f) AN) YNEZ 因为 
BAPAN- PANS) SAD 
这 说 明 非 负 增 加 适应 过 程 (83 Cf) AN) HEI (82(f)) 一样 的 不 
等 式 l 
E(S*(f) \N—-S3_1(f) AN| Fn) <I fl amo, 
于 是 我 们 有 
E(exp(a(s?(f) AN)) SI alf lo) 
令 N 一 oo, 即 得 所 希望 的 不 等 式 ， 量 
注 事实 上 ,对 fEBMOs, 我 们 有 S*(j)EBMO,, 且 1S*(f) Demo, 
<<2|f1&wo。， 这 是 下 面 一 般 结论 的 特殊 情形 . 
命题 1 设 势 (9,) BARB, 则 与 之 联系 的 增加 过 程 (4，) 
满足 . | o 
| Aul Buo S28. 
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证 明 ”根据 定义 有 Q =E(As—Anil Fn). 注意 A/A 故 
Ani E (Aa FSA B Al Fn) SA Ary 
因此 有 0. 
| A. — E (do| Fn) | EAA HE (Aal F n1) — A 
E(|A,—E(Ao| Fn- DF 5) 
<E (Ao — Ag-1| Fu) +E (Aw Ani F n1) 2B. 
MART ]|4-leuo, <2B 的 证 明 . E 
注 ”我们 利用 在 定理 1 的 证 明 中 已 有 的 关系 
E(S*(f) 82a (DIF AEU- fni FSIS non 
与 命题 1 得 出 结论 
ISP) amo, <24 fluo, 
类 似 地 可 知 ， 均 方 根 算 子 S 是 BMO 上 的 有 界 算 子 下面 我 们 指 
出 极 大 算 子 也 是 BMO 上 的 有 界 算 子 ， 
命题 1 下 述 断 言 成 立 
If*lemo,<Clflamo, vfEBMO. 
证 明 设 fEBMO,, n 为 固定 的 ， 则 
J= (gn) mzo, Im= fmin fni 
ERF (Gud =(F mont AOR, En SoH AS, 有 
ft—fri<g* =supl fmsn— fail. 
TE 
EFF IFA KCES fn) | Fa) 
= CE(S*(f) — 8} P) Fa) 
=CE(\f —Ffr-il?|Fn) <ClF limo. 
ACPA 5. 4. 节 中 命题 3 的 结论 , 就 可 推出 
If“ lemo, SCIS lomo. T 
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5.2 BMO 5 BLO 


定义 1 f= fa) BTR. Fk f 属于 BLO, 如 果 
Ifa—fail KC, feSftC, ae, Yn D) 
并 记 
1flsco=inf{C: C 为 满足 式 (4) 的 常数 .} D 
命题 2 下 述 包含 关 系 成 立 
Rel”CBLOCBMO., 
且 对 应 的 范 数 满足 


H flano, <i lsro<2lf lu: (5) 


证 明 由 关系 式 
lfa fa S201, Ifa fl <2tfl. 
可 推出 式 (5) 的 第 二 个 不 等 式 ， 现 设 FEBLO. 则 
E\Q\£—FalF nn) <E (| fl FR) + fafai 
SIE (faH IF) +|flsro 
<2 ((supfr -HU Usupf >f} | Fn) + IfisLo 
<3İf [sLo. 
这 里 用 到 了 事实 
En P IFD SEa NAIF), 
k4 ih f=(fadaso, Vr. 
于 是 证 明了 式 (5) 中 第 一 个 不 等 式 ， 命 题 获 证 .看 
定义 2 i 1= (fs 是 一 个 实 蒜 ，a>0，p>0. 称 fE 
log Aae®, 如果 
sup| E (exp (af —fa)) | Fa) la KK <0, 


. 6 
sup|B(exp(—BU—fad) FSK <co, 《6) 


D ”这 个 记号 不 是 通用 的 , 只 是 为 了 氢 述 的 方便 才 引 进 . 记号 来 源 于 4 权 条 件 . 
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注 1 式 (6) 与 下 式 等 从 
suplB (expla (f — fa) | Fn) [3K <0, 
supl #(exp(B(f — fn) FKK, <. 


事实 上 , 因为 
—1<exp(a(f —f,)) —expla(f— fa) *) <0, 
—1<exp(—#(f—f.)) —exp(B(f—f,))<0. | 
注 2 KAG), Ea <a, B'<B, 则 log 4s,sClog Aip. 
引 理 2 BE FElog Aap, 则 对 y=min(a, £), 有 
如 (exp(y |f—fal) (Fu K, <, 
证 明 “ 这 可 由 式 (6》 推出 ， 因 为 
E(exp(y |f—fal) | Fn) 
=E(exp(y(f —fa) UC F>Ffa})) Fa) 
+E (expl (f> fP UUS fal Fa) 
<2 HE (expla f— fn) Fa) 
+HE(exp(—8 ff) |F x) 
K24+Ki+K3<oo, J 
注 本 引 理 推出 BDN log 4,,sCBMO. 再 根据 定理 1 即 得 


Re BMO= |] log Aas N BD. ， (7) 


E @,8>0 


(6)' 


引 理 3 fElog Aos SAMA 
sup| E (e | F,)'/°E (ef |) | SK arp <0. (8) 


TER 设 fElog Aos MISK(6) Rear. AK 
sup] E (e*! |F,)'/*E (ef |F,,)'/*|_<eup| K.e™K ei] 
= K,K;, <. 
反之 ， 设 式 (8) 成 立 ， 则 对 plu) =e 与 pa) =e" 应 用 Jensen 
不 等 式 即 得 
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einB (e FILE (e | Fy) YE (eM |) MICK ayy, 
此 即 l _ 
sup] E(exp(—A(f—f,)) (FLK 0. 


类 似 地 , 也 有 
sup} E(exp(a(f—fr)) | Fu) IV SK. Wl 


引 理 4 设 feElog 4. 7 了 是 任意 的 停止 时 间 . 令 p=f— fr. 
则 对 同样 的 参数 a, p, Ka Ks, p REAG), 并 且 
Ipismo,<Iflemo,- = (9) 
证 明 首先 , ERAS) ILM LT REE n 后 并 不 改 
变 ， 这 就 是 说 ， 若 f = (f) 满 足 式 (6)， 则 它 也 满足 表面 上 看 起 来 
ERR BK, HK (6) 中 半 被 停止 时 间 了 代替 ， 现 对 给 定 fC 
log Ans 与 停止 时 间 匈 , 记 
 F={n<T}, F’={n>T}, 
Ml 
E(exp(a(p—,))|F a) | 
= E(exp(a(y—,) (IF) +1 (F’))) |F,) 
= E(exp(a(f—frN(h) +a(f-f, WC’) |F,). 
= E(exp(e(f—fr) ICP) |F) 
+B(exp(af—Ffn) IHF) |F,) 
= E(E (exp(a(f—fr)) |For) |F,) IF) 
t+E(expla(f —fn)) | FICF') 
Ks. | 
类 似 地 ， 用 一 8 代 w% 时 也 有 相同 结论 ， 这 即 证 明了 2 对 相同 的 参 
数 满足 式 (6). 
MEAO. W F={T<&r—1}, F ={T>n). WE 
Ep prill Fa) 
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=E (| f—fr—(f—fr)s-i| (ICP) +P’) | Fn) 

=E (|f — fn- IIF) + |f- fri IKEF) (Fa) 

SIS leuo, (F) +E EC f— fel) FDF 

<M flsamo, (ICF) +II(F')) =Ẹ}f ismo, l 
ix BAB EOS- frll Fr) fleso, YEE. AH 


E(f — frl |Fo)= DEU- fl IF UCT =k}) 


=DE EUA (Fac) FIT=8)) 


<I flemo,- J 
注 # fEBLO, Aj e=f—fr<BLO, #8 elsro<liflszo. 
因为 
pa—p= (fr— NAST) + F.-Y Un >T}) 
<f lso. . 
现在 介绍 Varopoulos!" 引进 的 >- 度 停止 时 间 序 列 的 概念 ， 
它 在 BMO thins) MS PARA, 
ENI RT Pa 是 停止 时 间 的 一 个 增加 序列 ， 对 O<p< 
1 满足 
BUT a <O) Fr) Ky. (10) 
则 称 {2,} 是 一 个 >- 度 停止 时 间 序列 . 
注 Varopoulos 的 参考 文献 [1] 中 引进 了 >- 度 函数 的 概念 ， 
此 即 函 数 
9 一 之 IT<ooh)， 
其 中 {7,} 是 一 个 7- 度 停 止 时 间 序 列 ， 同 时 还 估计 了 这 样 定 义 的 


p 的 BMO 范 数 ， 我 们 将 考虑 广义 的 v- BER Z 
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7 P= D boU, <} 


的 BMO, BLO 与 log Aas 属性 (其 中 bi(o) 是 一 致 有 界 或 非 负 一 
RAR, ERT Fe, 可 测 的 函数 序列 )， 这 样 的 推广 使 ?- 度 停 
止 时 间 这 个 工具 的 使 用 可 扩充 到 有 跳跃 的 情形 . . 

引 理 5 RT 1 是 一 个 vE ILA PA, 其 中 0<y< 
1, 并 设 {px(o)} 是 可 测 函 数 的 序列 , 满足 


0<b, (0) <B, b, 关于 Fo, TM, (11) 
则 函数 
P= EOT 
是 BLO 中 元 素 ; 并 有 | 
lplsro <a [Plano Si; (12) 
H Va>0 满足 e” <1/y, 都 有 
sup] B (er | FN <. (a8) 


证 明 根据 式 (10), 我 们 有 
0) = BB UIT, <o) Fr) 
=E (EUT, <o) <0} |F 4-1) 
Sree ce)? | 
HEUT: <H) <p, 


这 说 明 |{Ti<oo |->0, > HUT, <O}EL', 从 而 因为 {T.)} 


on, 因此 7,20, a.e., 
现在 对 nEZ* HUE, 考虑 集合 
X™ = {1 <a, TR Pim <2, Ta en}, 
X= {T,>n), 
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XO = {Tn <n, Ym= 1, 2,» 
我 们 有 | Xe | 一 0, $A (XP ase 构成 了 9 NN. EE 
XMEF ANF 2, 
现在 我 们 估计 
Cpa- PIX), m=0,1, =. 
因为 bs (wo) I {T,<00} (XM), Y1<k<m, KFF, 可 测 ， 
以 及 5s 为 非 负 的 , 所 以 我 们 有 


pall X) = 51d, (o) AP. <00} IX) 
bal 


+ D>) FOC T <0} CX) Fa) 


oe 


(m—-— IX) = > EOUN ODIAN) (Fn) 


kham+ti 


一 5 BP, <00) TKIP) - 


k=m+1 


<5 EENT: <o} 


kæm+i 


IXP F rna) Fn) 


<B > pea B, 


k=m+1 1 一 ? 
类 似 地 , 我 们 有 | 
Ellp— prill An) TCX) 
=E (| p— Pn: ICX) |F,) 
=#( 5 bT, <o PIX) 


k=m+1 





- E FONT < LA 9.) | |F) 


k=mt+1 
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= <B 5 EMUT, <ODIKAP) |F,) 


kame) 


+B > EAT: <PH) | Fas) 


<28 >) |EUICK?.<0o}) Fr) 


t=m+! 


特别 地 





. | B 
fp — Pril lplBuo, S 六 


因此 也 有 





Ipisio< ai . 
于 是 我 们 完成 了 式 (12) 中 两 个 不 等 式 的 证 明 . 
现在 证 胡 式 (13)， 对 待定 的 a>), RING 


DSF (exp (al~—Gn)) IF DIA) 
m=0 
= ( Syexp(a(p— 9) NXP) F.) 


=E( Sexpla(p—p HX Xm) |F) | 


m=0 


=E (Bop < E bP IAC) 


- SE, HCP <20} HX) |F) ) 


ke 全 + 


(XP) (Fn) 


E (Zel aB > IGT, <co})}1 1X2) [F,) 


m=0 
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D1 (#( expan © nar, 


nen Jiz, juam), (14) 
为 此 我 们 要 求 出 
|e (empjez 5 UUDE Fen J. 


kem+i 


对 mm 的 一 致 估计 . 我 们 有 下 述 恒等式 HO ° ia 


expla 5 uzon] : aaa f a 


k=m+1l 


=P > Ime<coD) oo, 


komt 


= Sah St Gem)! WT <eo, T=), 


k=m+i 


因此 ， a 
#(exp}aB > OTE] Fru) 





“Eo S (km) EIT, < 


i kame 


Ti=co)) | 有 ww) 


Eia C > (hm) pl Oa ee 


z EET api ii 


k=m+1l 


-5 SDS k-1 





于 是 将 它 ERARUS, ,我 们 得 
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SIE exp alp pD | FINK) 


m=0 


从 


k=1l 
e 


DED eet XP) 
m=0 
y 


从 


<oo, 





工 
y 1— ye"? 


只 要 w 使 得 e “<1/7. OOO 
现在 考虑 BMO 挝 表 为 BLO BED. 
定理 2 每 个 实 娄 feEBMO, 均 可 表 为 
f=9g—h+y, 
其 中 9 ACBLO, pEL”, 
证 明 由 定理 1 知 ,对 fEBMO, 存在 w>0, 使 
lE (exp(a!f—fal) | Au) la Ka <0. 
我 们 定义 
_ F@P=f-FCf), 
T;=inf{r: |f? >A}, ADO 待定 , i=l, 2, …， 
FO =f-fr, i=1,2, m. 
因为 FS? = fa frn AUB aT, kt, FS? 二 0， 因 此 使 得 
IFAC? [>A H n BR E >T, R T ST. FE) 
是 停止 时 间 的 一 个 增加 序列 ， 此 外 , 我 们 有 
E (exp lal fE? |) |Fo,,)Sexp@k (fr? NF n) 
Sexp(alE(f EY |F r) |) =expal fie 1) 
>exp (aA) {Ti <0}, 
以 及 | 
K.>E(exp(alf—fz,|) Fr) 
=E (E (exp(a|f ¢*” DIF r, DF r) 
因此 有 
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EMUT 41 <00}) [Fa KK, 
SA 充分 大 时 , 可 有 y= Ke V <1, KML G1 是 一 个 7- 度 
停 正 时 间 序 列 . 
我 们 已 指出 , 对 一 个 y- 度 停止 时 间 序 列 , 总 有 


En <oj| <o, 


特别 地 ,有 ,>00, a. e., f ->0, a.e., 并 且 {Z,= ooj Cc {ftt = 
0}, i To=0,: A fr = ACF). KERTAA K&R JEBMO 的 分 
解 如 下 : : 


f—E(f)= 之 Gr fria) = DSL 


=D GH) MAT <0}) — DCRI, <) 
i=] . ' i=l 


+ >) R UUT, =}, 


f=g—h +o. 
HER FPN((T.=2}) | <4 以 及 因为 
{f7) IKUT: =%})¥0}C{T, -1 <0, T; = 00}, 
所 以 上 式 左 边关 于 i 是 不 交 和 集合 族 , 故 
lpl.<IBAI+A. 
又 因 {(f 龟 ) 芝 是 由 耸 别 关于 -多 v, 可 测 的 非 负 可 测 函 数 构 成 的 序 
列 , 并 且 一 致 有 界 . (这 后 一 断言 , 是 根据 式 (9)， 
[P21 <IF2 ah + PBF SAF DF lewo, 
<A+|fleuo,-) 


因而 级 数 Y 17 如 II({7,<coj) 几 乎 处 处 收敛 此 即 9, k ERS, 


并 且 由 引 理 5 知 , 9, kEBLO. TEAKE. F 
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现在 对 log Aa NBD 中 的 轶 的 上 述 分 解 作 进 一 步 的 讨论 ， 为 
此 先 证 一 个 引 理 ， 
引 理 6 设 {Ti}? 是 yo- 度 停止 时 间 序 列 ， 又 设 {44}? 是 满 
Æ AC {T <00}, H AEF ry AR 7 
E ICAs) |F r,) Sy, å. e. (15) 
RAJI Fb. PEAT MA ASFA, 满足 
OKD <B, bi RTF or, THM. 


Wee 2 r-ei vs 充分 小 , 使 2- yet PIE ALS 


AR TIR FAC), RE 
oxe; <B, ec; 关于 Fs, 可 测 ， 
使 得 


plo) = XbA) 
= Die Il({8;<00}) =0 (0). (16) 


证 明 定义 
— No(o) = 0, nj(@) =inf{é>n;.,(@); EA}, j=1,2,. 
首先 我 们 证 明 {ny(@) =k} CH _,, MAREA. f= 时 是 请 
的 ， 事实 上 , 我 们 有 
n,(@) =inf {i>0: w€A;}, 
{n (e) =k} =AiN eNA,- N AEF. 
HVE (n; =1}EFp p V1=1,…, k1. MAA 


(y== YU (asanan ( fa )) 


由 此 证 明了 {ny(w) =k} EF p, 
对 j=1, 2,0, 定义 
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8, (a) = a n;(@) < co， 


oO, n n;(@) =o, 


WS; 都 是 停止 时 间 ， 因 为 Vk, 有 


(17) 


{S,=k}= [J (w= nN (T, =4)EF 


并 且 由 于 {ej} 与 { 了 村 都 是 增加 序列 , mE FA. 

si- L) fn (nj <) 

o (m=) lo (n=) 

EIMS EAA IRE (n= 1} CH sp Vj, Yk, AA Vaso, 
{nys=k} N {S =n} = (2, =k} N{T =a} CFs 


PFE BUTE (S) EE. Bl Yh 之 1, 有 


一 心 j+1， 


EIUS 41<00}) |F ) II {n= 8)}) 
= 有 (IIS a LODIA s) 
=E A18; <oDI({n,=£}) Fr) 
=E GIUS; <0} Fr Un =k}) 


-HU AJF M= 


i=k+1 


< 2 EOKA) IF, IUak}. 


tok+1 


但 是 由 于 
EMMA.) [Fr SY, 
E MCA) Fr SE MUT a <O | Fa.) Sp ipo, 
EAD Fr Spy, iht1. 


所 以 
E (11C{8541<00}) |F s IUR =k} 
= i-kp~l V1 
<y: 之 Yo i—y,’ 


e795 = 





显然 又 有 
人 人 =ooj=(U teslo) = ) Fey 
于 是 
BUCS s41<00}) | Fo) In= oo)) 
SEMUS OHN =o) Fa) =0. 
这 就 证 明了 
BS oD I FD ST Vir. 


现在 我 们 令 


ba ce (0), n<, 
0, n;= 00. 


则 OS<c <B, FHE co 是 关于 Fs 可 测 的 ， 因 为 对 复 平面 内 的 任 
一 个 Borel RA, 与 一 切 的 2 ,都 有 
{e;(@) EA} N {8S;=n} 
= U ({n; =k} N {Ti =n} N {b,CA} CF, 


最 后 我 们 证 明 p(o) =0l0), ae., 
任 取 o, mot |) A, 则 ep) 一 0， 并 且 由 于 YJ 关 1，ny(o) 
tet 


=00, 所 以 也 有 0(o) =0, MM oEAr N N An, 则 
plo) =bn, 十 Do 十 十 bi。 
同时 也 有 2,(@)<00, Silo) <o (H oE4)，…，zr(ao) 一 co， 
Slo) <o (A oA NN An), FA n l0) = co (因为 如 果 
ni (0) <00, 则 对 于 某 个 wsi>an 有 oE4u us )。 因 此 对 任意 的 
@CAg, N N Anp 我们 有 
alo) =e, Het +es=bp, to tbn = PC). 


c;la) =} (18) 
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最 后 还 要 注意 , 属于 无 穷 个 A 的 点 的 集合 ( 即 门 U 4 ) 有 零 测度 
j=l i=j ? 


(ARAD Al < D1. <e0) 0) MARFA, AZRIN 


证 明了 9(o) =@(),2.¢.. B 
定理 3 itfElogAs NBD. Wi Ve>0， 存 在 了 的 分 解 f=g 
—k +p, 其 中 pEL”, g, hEBLO; 并 且 Vr>0, 有 
gElog A,_,,,, RElog 4 
证 明 我 们 从 引 理 2 知道 ,假设 6= min, 6), 则 有 
E(exp(8|f—fal) [FSK p<, 
同 定理 2 的 证 明 一 样 , 对 待定 的 ADO 定义 
FP =f—-E(f); 
T,=inf{a; |fP]>A},  §=1, 2, 3 
far =f—fr; i=1,2, 6 
则 如 我 们 已 知 的 , (TT Ke 2- 度 的 停止 时 间 序 列 ， 并 且 有 分 
MARTE) 


f= DIFP) + DIRIB) + SRIHAT,=00)) 
i 1 1 


+E(f) =9-h+9, 
其 中 


-g= EFPIA) A= {oE{T,<00}: fH >0}; 
1 


h= — SOF 1B), Be={oE{T,<00}; fH? <0}, 


剩 下 的 就 是 > 注意 ACH, HH EAA) Fr) SE, 
因为 
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KE (exp(a(f—fr,)) | Fy,) 
= E (E (exp(a(f—fr,)) |F r) |F x) 
> E(exp(ak (f -frl F r:)) (Fr) 
=E (exp (affi P) | Fr.) >E (EPIA) Fr). 
再 注意 blo) =fr RF Fr, 可 测 , 且 | 
b,(@) SA+ If llamo, 


这 样 由 引 理 6 知 ,存在 ?- 度 ( ?= = Ae <1) 停止 时 间 序 列 


(S) Fa 以 及 函数 序列 {cy}?( 满 足 OSet flamo), HH c; 
关于 F 5, 可 测 , 使 得 


aL 011(4,) = Seal (S)<29}). 


由 于 log Ans N BDCBMO, 我 们 由 定理 2 知 ，9, khEBLO, pE 
L”. 现 只 需 证 明 , 只 要 4 充分 大 , 一 定 有 9E1og 4 hElog Asise 
Yr>>0， 先 看 9. 对 任意 给 定 的 e>0， 任 选 5,6s>0， 使 (9 +a 
<e, HRCA A, ,使 
A+|fl amo, <s (1+ 4,)A, 
y= Kee "(1— Kye) Ke -te 
(a—e) (1+8, )A— (1 —- 6) ai= (—e + (6, + 62) a-- 2d, )A<O. 
于 是 由 引 理 5 知 , 9 满足 
E (exp (e) (9—-Gn)) | Fru) SK. (19) 
类 似 地 , 但 更 容易 地 , 我 们 利用 {2,) 是 KKpe“*- 度 停止 时 间 ， 
即 知 
E(exp((B—e) (h—hn)) | Fn) EK. (19)’ 
我 们 已 知 g, hEBLO， 自 然 地 , Yr>0, 有 
gElog As ss, hElog Ap- E 
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注 “我们 将 在 6.5 节 中 直接 由 定理 3 得 到 A, 权 的 Jones H 
子 分 解 定理 . 

现在 对 原子 驶 考虑 BMO 蔷 的 一 种 分 解 ， 设 (9, F, u) 是 一 
BERT, (Faha 中 每 个 F, RAAF. DAA 有 原子 的 
集合 . 

定理 4 (O, F, u, { 灾 so) 是 原子 的 ， 则 每 个 PEBMO 
可 以 分 解 为 

=y Lt 
p=y i abo, (20) 


Kh, 都 是 复数 ,7 都 是 原子 , A 
Ivi.<C(lpiauot |E(~)1), 


mÈ \bs|<Cl@lomo, VIEZ. 


cI 


(20)" 


证 明 上 面 定理 2 已 给 出 分 解 
p= 十 Zo IUT; < ce])， 


yl SA4+1E(9)|, P= pr; rn 
其 中 4 可 以 取 为 对 plaxo， 设 { 了 <coj = U Lise, 并 记 bin HOY? 
在 原子 Ip 上 的 值 的 Mad 倍 . 注意 因为 p 久 KT Ks, 是 可 测 
的 , REE A, 的 原子 上 是 常数 ， 这 说 明 bn 是 复数 ， 于 是 我 们 
得 到 2 的 下 述 形式 的 分 解 
=p Doyr In). 
jk Jak 

申 定理 2 的 证 明 中 已 知 ， 此 级 数 是 a. 6. 绝对 收敛 的 ， 故 可 将 二 重 
和 化 为 一 重 和 , 即 得 式 (20). 

现 证 {b 放 满足 所 需 性 质 . 

对 任 给 的 TEZ, 如 果 对 某 个 省 有 性 质 
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IAT CF, ME ISnC{T, <x}, 
则 对 所 有 的 i<j 也 具有 此 性 质 ， 现 记 
jo) =max{j: IEZ, HR ISloC{Ts<}}. 
如 果 jod) = 00, x WHA VI, ANE FZ, 使 得 
ISI,C{T,<00}, 


Fm Fy Re A EN i LAR {7 <0} ho ERE, A Gl. 
这 就 是 说 
> | bs =0, 


TCI 


自然 有 


因此 无 妨 设 JCI) <0, 加 考虑 所 有 的 i>joD), wea {7.<00} 
中 的 所 有 原子 Lins 或 者 满足 InN Lin = Ø; 或 者 FS. 因而 vi> 
Jo), {T<} NICs, FÆ V> +1, 有 l 


HT, <cjnzl< 天 | lpp idu 


{Pico NT 


1 |E(p—¢2,, | Fr) ldu 


7 zl tTi<o} NI 
1 


+] EE p~ prall Fr) | Fy, dp 
A iTi- AT 
1 


+f E(\o~—or,,[1|Ar,..)du 
{Ti-i<%} NI 
<le 


lomo | (1, ,<o0} M1 





<(leleno.) I. (21) 


4 isj +1, AUTM<O}NDISIL, Ae 
+ 2006 








felemo _ 1 
A 2’ 


”因此 作为 式 (21) 的 补充 , RITA 
| {Tom 4100} NII<2 [eluo IIl. 21y 





SLL AP BTA ABE LSI HI 是 某 些 Uy}, MA j 
必须 满足 JSD. BAH JLH, 有 一 个 Ln, Iik 
Wj, 不 可 能 有 LinS TE, 注 注意 A=2] rl amo, 我 们 有 

aS gene 


TET 
D 


oar Ielouo)<Clotouo- | 


5.3 BMO MS L” 空间 的 距离 


我 们 在 本 节 要 对 (84, F, p, (Fane) HEA EE, 即 
ESIP ALESI Fn), n=l, 2 VIEL. (22) 
这 下 是 我 们 将 要 在 7. 1 节 中 详细 讨论 的 正规 性 条 件 ， 
it fEBMO, 则 由 定理 1 知 
 @p = supa: ]E (exp (al f—Fal) (Fa) I. 


<K,<0, Va} >0. ‘ (23) 

我 们 先 证 两 个 引 理 . 
引 理 7 设 正 规 性 条 件 (22) 成 立 ， 又 设 R，S 是 两 个 停止 时 

fal, HE RSS, A 


EIUS <O} |F a) Sy”, W<y<1,mE€Z*. 
ili Ze Ze EE A PESTS, RR HTM <T 1S ST, =S, 且 使 得 
EQUA .4:<00}) (Fa) dy, §=0,,m—1. (24) 
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i te 
f=1({S<%)), f,=E(f|F,). 
i=l, m=], 定义 | sO 
T,=inf{a: f> p" h, 
To=R, Tr=S. 

R(T ST 是 停止 时 间 的 增加 序列 ， 这 因为 y 是 i AA 
数 (注意 y<1). BF R<T,, 是 因为 

EIF DIR Sn}) = EURE |F 2) | Fa) 

yp" | 
以 及 Tn- <S, 是 因为 , 当 5 之 oo 时 , 有 
fs=U({8S<o}) =1>yp Dd, ~. 
最 后 由 于 
pE DEUT 4:<0}) | Fn) SE fr, | F r) 
=fr Sdf r a dp 

所 以 {T,)? 了 是 dy- 度 的 ， 引 理 获 证 . D 

引 理 8 ” 设 正规 性 条 件 (22) 成 立 .又 设 { 人 Ty/)?.i 是 一 个 y- 
的 停止 时 间 序 列 ， 其 中 0 二 p<1，mEZ*， 填 且 dy<i(d ARH 
(22) hy), Miklo) 是 由 关于 多 rw, 可 测 的 , 并 一 致 有 界 于 
B 的 函数 组 成 的 序列 ， 则 存在 &y- 度 的 停止 时 间 序 列 {8 520, 以 
及 可 测 函 数 序列 {cy(ow)}8, Hes 一 致 有 界 于 B, 并 关于 Fo, TM, 
使 得 

[Eom (7.<00})-L Se M{8;<e2})| <B, (8) 

i=l j=0 


2B 


Diy (26) 





RÈ esI({8,<29})| pwo< 荆 


证 明 按 引 理 7， 存 在 停止 时 间 的 序列 (Si), WE T= 
8 50 SS om = T5415 以 及 
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EASi oD IF Edy, Vi, j. 
EHS) B{S5)} m0, 使 得 
TiS SamI ES omem- SS m= Ti 
并 且 定 义 
c;=b,, H(i—i)m<j<im. 
WRK oy 关于 Fo, =F ay ,CcFs;, TH, BERA lele <B. A 
证 式 (25) 与 (26) 成 立 . 
记 
XS = {0: To%0,%, T<, Trp = 0}, 
XV = {P=00}, X4 = {T, <0, Ve}. 
ERIO ERME. BAT AM, 所 以 我 们 有 
po) = FIUT <o) = SINA). 


k=1 i=l 
现 设 oC XY 是 任意 的 , 则 Sey m(@) <0, 而 Sim(@) =. RK 
Se-1) miss xt j= 1, ar) Jo(jo<m), 则 经 简单 计算 得 











Sa Du ert Jo my 
从 而 
1 jo—m 
| eo) —Z oo) |<| =m, |<B, 
并 且 由 引 理 5 知 


<41 2B 
BMO mi~y 


In? 








. 


定理 5 (Garnett-Jones) 设 正 规 性 条 件 (22) 成 立 ， 则 存在 
常数 C, EVIEBMO, 有 
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1 H ， ry} C 
za < dist(f, L S (27) 
证 明 设 feBMO， 由 a 的 定义 , 知 对 任意 的 <a, 有 
E(exp(a| f-fal ) | F) SKa <. 


如 同 定理 2 中 那样 作 了 的 下 述 分 解 
f=p+y$+ Ef), 


p= SUWUCT <0}, y= ELIT =}. 


其 中 {7T;}? 是 一 个 KK。e*“- 度 的 停止 时 间 序 列 . 
对 任意 的 e 二 0, 6>0, 只 要 4 充分 大 , 如 设 ASA, BA 
If lpuo<eA, 


Ke “<e t aya 


对 任意 的 > Eip 记 pse, MASA, =m e 

个 正 整 数 ， 则 代 ,}?-: 便 是 一 个 p™ BE IE A AE, HERE 

Ady<l, ig bs =f. 则 b, KFF o, 可 测 , 并 且 有 
|b SA+ flemo< (i t+e)A. 

这 悦 明 {ZT;}? 与 人 6;}? 都 满足 引 理 8 中 的 条 件 ， 故 由 读 引 理 知 ， 存 

在 


0 一 SoH({Sj<co)D)EBMO， 
j=0 
使 得 
1 1 
=E) +y toz +6. 
对 于 了 的 这 个 分 解 ， 我 们 有 
[ED+o+e—26| <|B(f)| tAt+(+e)A, 


以 及 
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Isuo ~ m Ide T” 


2 8 
“ateg Tie nr 


于 是 我 们 得 
: æ : 2 
dist(f, L S inf teas Ide 0 
2 1 
= inf + =o, 1, 
pint a 1 一 ge xr 


由 此 即 证 得 式 (27) 的 右边 不 等 式 . 


现 证 式 (27) 的 左边 不 等 式 ， 我 们 用 反 证 法 , 并 利用 定理 1. 


假设 存在 fEBMO, 使 得 
dis (f,L<£, 其 中 C< 芋 . 
a ， e. 


则 存在 了 的 分 解 f= oth, 使 得 OSL”, 而 


C++e -l1 1 . 

ltlsuos < ay 
jig > ay, 使 得 

(Cte)a cl ` 

ay e 

因此 有 

lahis tH <, 
则 由 定理 1 知 


‘EC(exp(oalf —fn|)|F,) 
<exp(2alg|.) Bexplah—ah,| | Fn) 
[KK <. 
而 这 与 a 的 定义 了 矛盾, 从 而 
1 1 一 o 
= wdist(f,L » § 


ate treme tetas aa memento r FA a E 
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推论 1 设 正规 性 条 件 (22) 成 立 ， 则 LIL” 在 BMO 内 的 闲 包 
即 为 {fEBMO: ar 一 ce)}， 

证 明 REL 的 闲 包 内 , 则 由 式 (27) 的 左边 不 等 式 ， 知 or 
= co， 注 意 这 一 半 断 言 的 证 明 并 不 需要 正规 性 假设 ， 它 是 Johin- 
Nirenberg 定理 的 结果 ， 反 之 ， 设 JEBMO， 使 w=co。 则 由 式 
(27) 的 右边 不 等 式 知 , 在 Ze 的 闲 包 内 . 和 


5.4 BMO 庚 的 其 他 等 价 刻 划 


命题 3 设 1 和 ao<co， 则 fEBMO。， 当 且 仅 当 存在 适应 过 程 
0 一 (On) azos 使 得 


supl EC f— 0n- Fn) L=. (28) 


并 且 我 们 有 
Ifi mo, = infC.<|fllamo,<2If| Bao, (29) 


证 明 设 fEBMO。, 则 (f,) wo 可 以 作为 一 个 适应 过 程 (0x)a>0， 
这 说 明 
. If l$uo,<|flemo,- 
反之 , 设 存在 (9.)。>o 使 式 (28) 成 立 , 则 
EUf—fasl1F ad’? 
KB F—On- | Fa) +1 Gn: Faal 
KEF Fn + BC f~ fnil | Fn! 
<2C,.. , 
由 于 上 式 对 任意 的 (b,) 都 成 立 ， 因 此 对 其 取 “inf?， 式 (29) 的 最 右 
边 不 等 式 获 让 .时 
推论 2 设 fEBMO。, 则 |fiEBMO,, H. 
iff isso, <2Iflamo,- 
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”证 明 因为 


EII = fral FBI FE O 


推论 3 Re BMO, 是 一 个 格 , 也 就 是 说 , 若 f, gERe BMO,, 


则 
If Volamo,<2(Ifllemo, + lglsmo,), 
If Ag lemo, <2 (lf lemo, + lg! amo,)- 
证 明 因为 对 任意 的 实数 zx， y, 有 
rygte, oy thon lezal, 


因此 我 们 得 


1 
BE(lfVog—fn Vg |’ | Fr)? 


pp/lf+t9+|f-9) frigi tl friga)" 
a(t 





a 





= p (|f be +o + mal lf dana 








SEIF- fral Hig geal TIF - 
SEF fail | EC 9— gual | Fn) 
<Ifllamo,+lglsmo,. 
于 是 
If Vo lemo,<2(1fllamo,+tglemo,)- 
类 似 地 ， 也 有 
If Agisuo,<2(Iflsmo,t+igisuo,).» B 


(30) 


1 
F, 


工 
p a)? 


推论 4 i /ERe BMO。， 则 对 入 >0， 有 (fAN)V (一 N)E 


BMQ,, H. 
IFA OVN) suo, S4lf leno. 
WA 这 是 推论 3 的 直接 结果 . 时 
“命题 4 F=f E L hey ah, 则 


(31) 





Iflsuo, = supple, 1<a<oo. (32) 


证 明 设 [fleuo, <9, 了 是 任意 的 停止 时 间 ， 则 


It-tali f f-fel tu 
=) _ EUf—fr-il" |F r du<hf guo, {T<}, 
这 说 明 
supjf 一 产 -由 -17<co |"*<|flamo,: 
反之 . 设 


B=suplf—fr-sle| (7 <00} |75 <00. 


又 设 T 是 任意 的 停止 时 间 , FEF hee, WES 
7 o€F, 





œo, weF, 
便 有 
1 — a Nf fo, hs a 
THT fa a <P 
这 说 明 


E(lf—frl’|IF,)<p", flem <L. E 
BMO 的 一 等 价 刻 划 已 出 现在 2. 3 节 中 引 理 3， 以 及 Feffer- 
man 对 偶 定 理 的 证 明 中 ， 如 下 述 命题 9= co 情形 所 示 ， 
命题 5 ik 2 委 4 委 co, o= (o,) 是 随机 变量 的 一 个 序列 ， 满 足 


a( [Bl F< 
Wk p= CHa), 


qn= D {E(0,|F,) —E(o,|F,_1)}, Po =0 G3) l 


. 208 。 





RT LK, Hiei. ,<2q'B. 
Kz, 对 每 个 pEsK， 均 存在 随机 变量 的 序列 "= (c,)， 使 式 
(33) 成 立 , 并 且 


Za a [2 
B(( Eo |) < Eol, 
证 明 命题 之 前 半 断 言 即 为 2.3 节 中 引 理 3， 现 证 后 半 断 言 
设 PE:K,。 则 VET, 可 通过 以 下 关系 式 
E(fo)= limE C9»f») = limB( 3hf,Ap, ) 
在 有 ,上 产生 一 个 有 界线 性 泛 函 ln H 
z 
ILIY lol, 


而 由 2.3 节 中 的 定理 4 的 证 明知 , 存在 v= (0, EPH, 使 


Iolow <I LI, 
且 . 


Ifa) = Z al B (041 ¥,) EF, .)1 ) 


=E(f,ps), VfEH,. 
因为 FEL" (Fr,) 可 以 是 任意 的 , 于 是 可 推出 


Pr= > (E(0,|F%,)-E(c,|F,.1)}, po=0, 
v=l 
此 外 , 上面 已 经 得 到 
7 
lols, SILI < Alolacy D 


PRBS BMO 的 一 个 等 价 刻 划 .为 此 先 证 一 个 引 理 . 
引 理 9 设 儿 嘱 是 由 随机 变量 的 序列 9= (go 6,，… ) 构 成 的 
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Banach 空间 , 范 数 为 
101 = EC0*), 0*=supl0.| 。 


MBE 109) 是 其 上 一 个 有 界线 性 省 函 ， 则 存在 随机 变量 é DA 
机 变量 序列 {e,}>-。 使 得 


[HE93 || <li; (34) 

并 且 对 一 切 常 尾 序 列 (0。， ĝi, arty Oy; Ys Ys oe), 都 有 
10) = D18(2,0,)+B( v(E+ Ste, )) (35) 

»=0 y=N+1 ‘ 


证 明 显然 , Ae L' 连续 地 嵌入 SS, 即 自然 地 将 到 与 9 
AS» a Bt, Wal ORL 上 产生 一 个 有 界线 性 泛 A FN 
{1,}, 使 

1,(0,)=B(e,0,), VO,EL', 
Heel”, RUM, AL'S FH 的 ,由 形 如 
6=(6,), d=…=0y=0, Oy, = by, = PEL! 
的 元 素 构成 的 子 空间 对 应 ， 则 知 (OE L 上 也 产生 另 一 个 有 界 
线性 泛 函 序列 {Ly}, 使 
In(y)=E(péw), YyEL', 
FER EVEL”, Rik o 是 如 下 党 尾 序列 
B= (Oo, Or, t, On, Y, Py )。 
WU Fa EREE EA A ER PE Se 


1(0) = S38 6,6,) +E (py). (35) 
»=0 
显然 , 对 同一 个 和 也 有 


N 
18) = DE (e,0,) +E (exes) +E peas). 
» =0 . 
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由 于 p(CL’) BER, 这 说 明 
“M 
Ew Ent 二 Ewti 二 5 e,+éw, VM>N. > (36) 
»=N+1 
WA 6,=d sgn en v=0, =, N; AR y= sgn Er, CELE 
非 负 任意 的 , 则 


1(0) = DECE 1DE Es DLEO). 
由 AEL 的 任意 性 知 
et Bt] .<u YN. (37) 
由 此 可 知 ， 级 数 She, 绝对 收敛 ， 从 而 由 式 (36) 知 5 一 lim, TEHE, 
且 仍 有 
[s+ Stet] <i. (37)' 


最 后 , RRA E+ DS) e, RAAG), 即 得 式 (35). D 


ya N+ 


定理 6 每 个 PCBMO 都 可 写成 


p=é+ DB(e, |F,), | (38) 
»=0 


其 中 随机 变量 E 与 随机 变量 序列 {2,}5 满足 


[E+E lei] SVEEN lola C39) 


证 明 设 weBMO，f=(fi)nzo 是 玉 中 的 任意 元 素 ， 则 由 
Feffermanp 4X 5DavisH ZAISA L<(2+V 5) 1f*1,), 
我 们 得 

IE Cfp) SV 2 [plamo, LSA) hs 
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<V 2 (2445/5 ipl amo,|f* l 

因为 ALR, IRF NADA RAR as lal, 显然 地 也 可 看 成 
FPH 的 子 空间 , 这 个 子 空间 由 

i 6=(6,), 6,=E(fx|F,), »=0,1, = (40) 
构成 ， 因 此 上 述 不 等 式 说 明 ow 可 在 这 样 的 子 空 间 上 产生 一 个 有 界 
Se ETS eA, 从 而 由 Hahn-Banach 定理 ， 知 p BIERS IL 上 
”产生 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 其 界 不 大 于 ~ 2 (2 十 /5)ejawo,， H 
上 述 引 理 9 知 , 存在 点 与 {e,}Y 使 得 式 (35) 与 (39) 成 立 FARK 
《40) 中 给 出 的 {0,}( 注 意 它 是 一 个 常 尾 序列 ) 有 


E(fxp) = ZES.) 十 下 让 + Se )) 


SE ake, (FD +B( f(s+ S7 e17") 


v= N+1 


1 


DEGE Ce, IF.) 
+B fall (£+ 3) BCe,1#,)1% x)) 
= E( faë (£+ ECeIF,)1Fs )) 
又 由 fy 的 任意 性 得 
py=E( E+ DEFF ) 

RED N > co, 由 于 + DEF) BSED Ri, M 
上 式 两 边 各 有 极限 为 p 5 E+ DC, 1F,), 由 此 即 得 式 (38). i 
y= 

注 EAM bw, 它 即 2.5 忆 的 引 理 6， 定 理 6 与 其 


逆 命 题 共 同 构成 了 BMO 的 一 个 刻 划 ， 
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推论 5 每 个 实 值 的 PCBMO 均 可 表 为 两 个 BLO 函数 的 差 ， 
也 就 是 说 , 有 pg —h+ €, FFB. 
lêle + lgisro+ Lal sro<C gl amo, (41) 
EBA 同 定理 6 一样 , 作 9 的 分 解 


p=E+ Be,lF,). 
因为 9 是 实 值 的 , 知 所 与 {e,} 都 是 实 值 的 ， 令 


g= DE (et |F,), 
»=¢ 


1 EIF, ). 
»=0 
现在 要 估计 yg, 的 BLO 范 数 ， 我 们 有 估计 


gn= > Ee |F,)+ >) BE (et |F,)|F 1) 
y= Q vert 
<ER) + B( D et iF.) 
v= y=nrih 
<g+| Del ， 
y= o 
以 及 


gaga- = DLE (et F) + DT Bet |Fa) 
? =0 


vant) 


-SEF — S18 (et | Fa) 
» -0 Ah 


<a( Stim. Eel 
于 是 我 们 得 
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lalno<|S1e5| 


ká 
w 


类 似 地 , 也 有 





Del, 
v=0 
综合 上 述 两 个 不 等 式 与 式 (39) 即 得 式 (41). A- 
$ “这 个 证 明 与 定理 2 的 证 明 各 有 利 么 ， 这 个 证 明 能 给 出 明 
显 的 常数 值 , 但 对 连续 参量 情形 不 适用 ; 定理 2 的 证 明 则 相反 . 
正如 Garsiac 指 出 的 , 不 仅 定理 6 是 Davis 下 述 不 等 式 
E(S(f)) <CE(f*) 
的 结果 , 并 且 反 过 来 , 由 定理 的 结论 也 可 推出 上 述 不 等 式 。 这 可 由 
下 述 命题 说 明 ， 
命题 6 设 每 个 PEBMGO 均 可 表 为 


lh leros 


p=Et+ DE (e,|F,)3 
v=0 





并 且 
[ig+ Stel] <Clotsxo, 
则 
E(S(f)) <2CK (f*). 
证 明 EBM f= Goao 无 妨 设 为 有 限 粹 , BATA TE 
ex 





Bsc) =(P- #(Say, say) 


= (Sar le st) sts] )) 
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= B( XAA, ) 
其 中 

v= Shes = J-E ( (sr sarl” 
neat ss =1, 故 由 命题 5 知 pEBMO, Hl olauc,<2, #8 
REL HEHE E le) 使 


g=é+ SIEG, IF, ), 
v=0 
| l+ Dole <2. 
ped ii 
因为 f EARR ANIL EN), 因此 有 下 述 等 式 ， 
EG) =8( Zar, in, ) 
=B( JB (E+ DEl, |F,) lzrv )) 
=E( f+ D280,1F,)) 
7=0 
=E (fE) + DEE le EGIF) |F,)). 
` v=0 
于 是 我 们 得 


BSC) < Ig + Be). D 





章 后 注 记 


5.1 节 ”同性 引 理 产生 于 由 势 本 身 的 控制 推出 与 它 相 联系 的 
古典 增加 过 程 的 控制 ， 此 时 只 需 引 进 一 个 简单 的 停止 时 间 就 可 以 
了 ， 其 原因 在 于 所 讨论 的 过 程 的 非 负 增加 性 ， 但 如 果 讨 论 的 是 
BMO, ÆRES- fail [And <SCH, 我 们 所 面临 的 过 程 ( 户 )。>。，- 
既 不 是 非 负 的 , 也 不 是 增加 的 , 在 这 种 情形 下 , 有 效 的 “停止 时 间 方 
法 "是否 仍然 有 效 呢 ? 引 理 1 的 思想 是 Stroock 中 指出 的 , 它 指出 
如 果 适 当 的 定义 两 个 停止 时 间 , 则 原来 的 讨论 仍然 有 效 ，Stroock 
的 这 个 思想 经 过 了 Meyer") 的 整理 .本 书 也 作 了 一 些小 的 贡献 ， 
即 明确 了 常数 值 , 并 且 将 它 应 用 于 对 。K。 的 研究 ， 如 见 Long? 9 
命题 1 属于 Garsia!!l. 

5.2 节 i # BLO # Coifman-Rochberg"') 3] jt Ages ial, 
log Aus 与 A, 的 关系 早 被 人 所 知 . 关于 引 理 5, Varopoulos' Xf b, 
三 1 的 情形 , 讨论 过 所 谓 y- 度 函数 的 BMO i. Long”! Mi x}— 
般 的 {9} 情形 讨论 了 广义 -EAKA BMO 范 数 . 这 里 的 引 理 5 
讨论 得 更 充分 一 些 ， 定 理 2 本 质 上 属于 Varopoulos5. 引 理 6 与 
定理 3 属于 Long-Peng"), AFERA, Chao! xt ¢- ERE 
建立 了 这 个 定理 , 本 书 中 推广 到 原子 情形 , 且 无 需 正规 性 假定 . 

5.3 节 引 理 7 以 及 5; 三 1 了 时 的 引 理 8 属于 Varopoulos™. 
定理 5 Wl Longr], 它 的 古典 情形 属于 Garnett-Jonesr1， 连续 参 变 
量 但 满足 附加 的 连续 路 线 假定 的 情形 属于 Varopoulos!”), 

5.4 节 命题 3 与 推论 2,3,4 都 为 人 所 熟知 ， 命 题 4 似乎 属 
于 Meyer!'!. 命题 5, 定理 6 与 命题 6 均 属于 Garsial"!, 
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第 六 章 ” 权 与 加 权 -不 等 式 


RTA, F, m (Fabnso), 本 章 基 本 上 不 假定 Fo 是 平凡 的 . 
在 这 一 章 我 们 要 讨论 鞭 的 加 权 人 多 -不 等 式 , 为 此 首先 要 花 相 当 的 篇 
幅 贡 献 于 对 权 所 施加 条 件 本 身 的 研究 ， 它 们 是 Muckenhoupt"" 
的 A, 条 件 ， 以 及 Doléans-Dade 45 Meyer”! 考虑 的 作为 4 条 
件 推广 的 六 条件， 在 加 权 不 等 式 理论 中 ， 我 们 希望 于 权 的 最 重 
要 性 质 是 所 谓 逆向 Holder 不 等 式 , 这 将 在 6. 3 忆 中 讨论 ， 除 加 权 
不 等 式 外 , 权 还 与 其 他 对 象 有 关 , 其 中 最 重要 的 是 4, 权 与 BMO 的 
密切 联系 。 这 种 联系 导致 了 4, 权 理 论 中 某 些 深刻 结果 的 出 现 , 如 
Jones! 的 A, 权 因 子 分 解 定理 ， 我 们 将 在 6.4 和 6.5 节 中 讨论 这 
些 问题 ， 最 后 , 在 6. 6 节 中 将 讨论 著 的 加 权 -不 等 式 . 


6.1 A, REREH D, 


设 z= (Za ocnce 是 一 严格 正 的 适应 过 程 ， 所 调 严 格 正 的 过 
程 , 是 指 每 个 z* 均 严格 正 ， 我 们 不 假定 z TR, BID Za 
=E (zo| Fn). 
定义 1 ACR, 我 们 称 过 程 z= (zw) 满 足 5b 条件, 简 记 zE 
b (KO, 如 果 存 在 常数 KK, 使 


Fin ACE 4) Kan 


© ”此 处 记号 bK), 以 及 其 后 的 S, Ar 等 , ERR RIE, 也 表示 满足 该 条件 的 过 


程 := (z) 的 集合 ， 
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(a.e.,2=0, 1+, AXXO, Ae +0), (1) 


ran <exp(E(Uogz..|¥,)) LKZ, 


(a. e. , n=0, 1, =, A=0), ay 
SLK 
(a. €. ,n=0,1,.,4= 圭 00). a)” 


条 件 5B7(K) 与 b+ (K) PGE z= (2) RE ERR AA 
不 等 式 或 右边 不 等 式 . 

定义 2 称 过 程 z= (z, WES RH, 记 为 zE5， 如 果 存 在 党 
数 下 ,使 


Hiei Kegs (a.e.,n=0,1, +). (2) 


同样 地 , 条 件 S, S* 分 别 表示 过 程 z= (z, ) 只 满足 式 (2) 的 左边 或 
右边 不 等 式 . 

定义 3 我 们 称 过 程 z= (z。) 满 足 B; 条 件 , 如 果 200, N8. 

命题 1 PANO, 4 兰 士 co， 则 对 A>, zebF(K), SARM 
2*Ebt CK’); makt A<0, 2b (K), HHAH edi (kK), 其 中 zt 
it B (24) 

证 明 - 既然 

元 oo 区 LEIAF) OLK Za 
<> PASE (AIF, \<K*zi, A>0, 

以 及 
pa ECF) LKZ, 


O 讨论 权时 .对 于 z= (20), 2? 往往 表示 z+ 一 (22), MEN (20) BOP, 
H.a% 可 积 时 ,除非 特别 声明 , 通常 2* 也 不 表示 是 由 z+ ER BR, 
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<> KA D>EGL|F,) Sota, 1 一 0， 


K? 
Kemar. B 

注 由 于 当 > 是 款 时 , z* PAER, 故 讨 论 条 件 b 时, 一 开始 
BRATZ, 当然, 最 主要 的 对 象 仍 然 是 蒜 , 而 且 是 L 中 严格 
TER. 

命题 2 ie 20b,(K), 则 对 任意 的 停止 时 间 了 , 停止 过 程 

a?) = (Za np) ocace €b,(K*), 

证 明 BERR 2Cb,(K) <> Eb K), ABM A=1 证 
FAM ey. . 

wY=2 WY =z. PRM, bi 条 件 中 的 可 以 用 任意 
的 停止 时 间 了 代替, 所 以 我 们 有 


iry, =r LE (2al F 2). 


从 而 将 上 式 对 F, KERERE 
B( EY 1% n) SEH (2.1% 9) Fn) 





= E (Zal F apn) Koran = KY p. 
于 是 说 明 过 程 YEb1 CK?). 
类 似 地 ， 由 
KY = Kzr FE (za F r) 
得 
E(KY | #, )>E(EGo|F 2) (Fn) rn =n. 
这 就 证 明了 YEDi CK’). 是 
现 考虑 4<0 的 情形 ， 此 时 吧 是 [0, 0) 上 的 是 函数 对 所 有 
HAE MB z= (Zn oca < 自然 地 有 
a<E(zilF%,), ERIE n) KZn, 
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此 即 2€07 (1)， 故 此 时 条 件 b 中 重要 的 条 件 是 57 (K). WA<O, 
i p=1—1/A; Xt p>1, id A= —1/(p—1). | 

定义 4 pol, Rit z= (z,)€a,(K), 如 果 zEbi(K)， 
其 中 2 4 如 上 所 述 ， 这 就 是 条 件 


1 -i 
USE (2 F, O, 


此 即 
ty EB (a? TIF,- CK, a.e., n=0, 1, ++. (3) 
称 过 程 z= (z,) €a,(K), 如果 
Zn Kz, a.e., Wn. (4) 
此 外 ， 我 们 记 


A,= a,(K), 1<p<oo, 
k 
(5) 
A= U 4 


注 1 由 式 (3) 与 (4) 知 , 式 (5) 中 的 A, 即 Muckenhoupt 的 4 
a. 
注 2 R-O<A<O, 我 们 已 经 定义 a 条件 为 bi 条件， 以 及 
ai RIFA bn 条件， 这 里 对 bo 条 件 作 点 附注 ， 设 z= (z*) 是 非 负 
BR. 记 f..=logz., MAC) 中 右边 不 等 式 自然 满足 , A e" EmA 
数 ， 因 此 对 非 负 著 z, bo 条 件 只 是 55 条 件 , 此 即 
Eleta tn F EK (fs=B(f.|F,)). 
ERE z. =e CA Bi Be, (我 们 将 在 6.4 节 命 题 6 中 看 到 ， 
z。 二 elmE4. 意味 着 除 此 以 外 , 还 存在 6>0, 使 
E(exp(—BF.— fad) |F,) SK. ) 
这 就 是 说 ， 一 般 地 ，55(KE) 关 0 下 ).， 但 当 4<0， 根据 定义 有 


bi(K) =a,(K) (Je A =H). 因此 4=0 与 4<0 是 两 个 不 
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闻 的 情形 , 
命题 3 A, 条 件 随 2 增加 而 减弱 , 此 即 
A,CA,CA,CA,, IKPA. (6) 
证 明 hFE IF,” Æ rE (0, co) Hy HE yn a CEB e 
非 负 可 测 函 数 ), 故 


EFES (EJS), trae 
这 就 证 明了 4C A, 1<p<q<oo, BF A,CA,, 1<p, HF 
@,(K)Ca,(K), 因为 ， 当 z= (z,)€a,(K) Bf, 


sa |g) (Ele) Ee 


最 后 ALCA. 是 根据 A. 的 定义 而 得 . T 
现在 设 z= (2, Joen co 是 一 严格 正 的 热 , 此 即 
ZEL’, z,=H(z..|F a), 

并 且 z. AMIE. ERMA, H zo 的 严格 正 性 推出 每 个 
zn 的 严格 正 性 , 这 是 因为 

{fa=0}C{fo=0}, Va. 
为 方便 起 见 , 设 El), MRS (O,F, DEREBA —A 
概率 测度 

B=Zodp, 2 如 上 述 . 
显然 上 的 所 有 有 零 测 集 都 是 广 的 零 测 集 ， 反 之 亦 然 ， Bb, HK 
FEF, 使 

pF) =| zadu=0, 

Ril z.=0,a.e.F F. MH Zo 的 严格 正 性 知 ul) =0， 这 证 明了 
4 与 六 是 等 价 测度 ， 对 等 价 测 度 ， 几 乎 处 处 是 一 致 的 ， 我 们 下 面 
要 讨论 通过 满足 尹 (z。)=-1 的 严格 正 的 团 z 联系 着 的 一 对 等 价 测 
BE, 并 讨论 z 的 2 属性 ， 我 们 简称 此 z (或 z-) 为 一 测度 变换 . 
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现 对 关于 测度 记 的 有 关 记 号 用 对 基于 4 的 相应 记号 上 加 “^” 
表示 ， 如 空间 LV RRR A LAR; CRAKE ABA 
望 ; ……， 关 于 这 两 个 测度 的 条 件 期 望 有 下 述 关系 . 

命题 4 当下 述 条 件 期 望 存在 时 , 我 们 有 

EGIF, =LE (few! Fn), 
> i (7) 
EGIF, =z Bf, ) 
证 明 对 任意 的 FEF, 有 
| SIF de=| fin= | fends 
=| UCfeolFadu =| 28 feel Fn) dA. 
这 就 证 明了 
DF a) =E (fel Fo). 
注意 , 在 上 面 的 证 明 中 我 们 用 到 了 事实 ; VES, 
|, dà=| zap 一 | ,22slF du =| sade. 

式 (7) 的 第 二 式 可 由 第 一 式 推出 ， 这 只 需 在 第 一 式 中 令 了 为 

gza, Witt 
, lof, ilo ` 
EgF = B(s F) B 

注 1 我 们 指出 式 (7) 中 两 式 在 地 位 上 是 完全 平等 的 , 如果 我 
们 把 此 看 成 是 (0, F) 上 的 基本 概率 测度 , 而 把 4 二 25'5 看 成 为 一 
个 测度 变换 , 并 注意 

Raa IF n) =2 E (Z3 Zel Fn) = zR, 
则 这 种 情形 下 的 第 一 式 就 是 第 二 式 ， 这 个 观点 在 下 面 还 会 出 现 ， 

注 2 MREMA TRE ROLERA, 现在 我 们 验证 第 
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一 式 ， 
PF) = DEIF UUT =n} 
+ AGF pT =c0}) 


AGIA, UCT =a}) + FIUT = 00}) 


SE (fu|%,)M{P=n}) + = fell (7 =0}) 
= ŻE (fzo|F IUT S00)) 
ton fal Fe {P= 0}) 


-ly 
Sgi ze] F r). 


-平行 于 z 的 A, 条 件 , Bonami-Lepingle' 3g T i TAAR 
件 ， 但 这 类 条 件 不 是 新 的 .实际 上 是 b 条 件 ， 
定义 5 Kz EMER, HR z= (z,)CG,(K), MRE 


1 1° 
[= (seat), 1<p<oo, 
也 就 是 ， 如 果 
L ARTIF) KK, a.e., Va. (8) 


我 们 记 


(9) 


注 式 (8) 等 价 于 
1A BUIT” F, K, 
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也 即 

ECE Fn) KK"? zn, Vn (8)' 

这 正 是 好 (V7) 条 件 ， 其 中 是 p 的 相伴 数 ， 一 个 形 如 (8》 的 

不 等 式 称 为 逆 疝 Holder WER, 其 中 左边 指数 ?一 2i>1. 之 所 

以 称 为 “逆向 "是 因为 其 反 向 不 等 式 就 是 Hilder RFA 特殊 情 
形 ， 由 此 注 我 们 有 

命题 5 测度 变换 zEA。， 当 且 仅 当 z 满足 逆向 HGlder R% 


式 ( 或 简称 为 由 中 函数 ze 满足 小 向 H6lder RX): 
BZF na) KIKE (2e Fn), a.e., Vn, 对 某 r>1. 


6.2 4<0 与 1>1 时 的 条 件 b， 


RHE SABE z= (za), 由 于 当 4<0 与 4>1 时 霹 是 (ERR*) 的 
HERB, 则 此 时 的 ba 条 件 ， 当 4<0 时 bt by A=g>-1 Bt 55 都 是 平 
凡 的 ， 剩 下 需要 讨论 的 只 是 4<0 MA bi 与 4=9>1 时 的 于 ,我 
们 已 将 也 改 记 为 om 并 且 由 定义 5 知 2605 等 价 于 Ea, Mit 
B Ear (1<g<oo)， 所 以 条 件 5 中 最 主要 的 是 a 条 件 , HEBD 


=— 1. 
入 从 关中 = 


命题 6 设 1 委 2 和 co， 则 过 程 zE8i(K) =a K), SERS 
算 子 序列 
: f 一 > ahi (fzn'/? |F,), n=0, 1, eee 
是 Lr 中 一 致 有 界 的 ， 且 当 zEa,(KK) 时 , AT LAGRIM ita PK’? 3 而 
当 t, 一致 有 界 时 ， 可 推出 2€a,(sup|r, 1?), 
证 明 ik zca (K). Sil 
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|B (fas? F] LEFI Fn) E23?) 
zn E(f IF) PLESI F n)an Ba Fa) 
<KE(|f|?|Fq). . 


这 样 我 人 有 
[rofl <K VEC FF P<’ ye 


反之 , 当 2 一 1 时 , 由 
Elan Ezz) Sha BF), YFEL 
可 推出 , 对 f>0, FEL', 有 
B( FE) IED. 


由 此 又 推出 


Zn<ailtafz., a. e. Yn, 
此 即 2€a,(sup| ra |). 


M1<p<eo 时 , Hr, 在 L? 上 有 界 , 即 
(zn EEZP Fa) |P) Klr BUF, VfEL?, 
特别 地 , 我 们 令 
f=2 PI ({z.>a}) (A), 
其 中 a>0 与 4(EF,) 都 为 任意 的 , 则 得 


| = E (2? TIU. > 0)) IF) du 


<lr, [of FTU Uza>a})du. 
既然 ACEH) 为 任意 的 , 由 此 推出 
soB(z2F TI ({20>a}) |F x)? 


<| tn] PH (zo? IN ({z.>a}) Fn). 


既然 E (Za? I ({z0>>a}) |F a) <S, a.e., AR a(>0) AER 
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的 , 我 们 又 推出 
za ETT F, <M, 
JERN zEa, (supir, 1). B 
注 1 在 上 述 讨论 中 可 以 看 到 ，“m 在 L 中 一 致 有 界 "与 “7 
局 限于 LA 中 一 致 有 界 "是 等 价 的 , BL 


sup| ta | =suplrs lss 


注 2 命题 6 已 暗示 式 (4) 中 a1(K) 的 定义 ， 同 时 也 有 瞳 示 式 
(1)” 中 54s(K) 的 定义 ， 因 为 根据 (K) = bz (K), Ha (KOHE 
义 知 , 620 (K) 自然 应 定义 为 


Lz, Zee 


E 
因此 b+。(K) 便 是 20 KZ, EF bro (KHE, ERA AR 
A, 
1 7/1 
2€b,(K) <> 1a), +-(2). 
BC zb, (K MELA 


1 1 -K 
<ick 
Kin Zo Zn 





KERT LZS KZn. 


注 3 BERR bK) =a, (K OE SCY n A E RAE 
ETRE, 因此 命题 6 中 的 结论 当 用 停止 时 间 人 代替 nw 时 也 成 立 ， 
这 就 是 说 , zEa,(K), 当 且 仅 当 算 子 集合 {rz} 

: f > 2 E(f |F r) (10) 
BL ERM, 这 里 卫 遍 历 所 有 停止 时 间 ， 

推论 1 设 z 是 一 个 测度 变换 ， 则 zea,(K), 1<p<oo, 4A 
仪 当 对 一 切 非 负 可 测 函 数 Yo 及 一 切 停 止 时 间 允 有 
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E el Fo) ?EKA Fo). (11) 
证 明 先 证 明 :; zEa,(K), SARS 


ZpV RK E (Zao¥%|F r). (12) 
BE 2€a,(K), 则 式 (10) 中 rr 是 L? 有 界 的 , 特别 
E(zrE (fas'?|Fn))<KE(f?), f>. (13) 
在 式 (13) 中 用 INCA) RE f, 其 中 AEF o) AERE, 则 得 
zrE (f2 F KKE F). (14) 


任 给 一 非 负 可 测 函 数 了 。, 在 式 (14) 中 取 了 = 了 -zu/” 则 得 
Zp VRSK E (20¥2(KF r). 
由 此 式 (12) 获 证 . 
反之 , 设 式 (12) 成 立 ， 在 其 中 令 了 。 二 fzz' 人 ,这 里 f 为 任意 给 
定 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 得 式 (14)， 将 式 (14) 积 分 得 (13)， 这 说 明 
{tr} OR FL! 中 是 一 致 有 界 的 算 子 集合 ， 由 命题 6 之 注 1 即 知 
zEa (K). HAOD by KS a, CK) HK aL AY 常数 ， 
最 后 式 (11) 与 (12) 等 价 是 根据 命题 4 的 注 . Ol 
$ 完全 平行 地 , 我 们 有 : zE6,(K), ANM 
ÊY o| Fr)? KEYF r) (1D, 
对 一 切 非 负 可 测 函 数 了 。 与 一 切 停止 时 间 人 外 成 立 ， 
当 z 是 一 个 测度 变换 时 , 命题 6 还 可 以 改 述 为 : 
定理 1 设 z 是 一 个 测度 变换 、 则 2Ca,(K), 1 和 2p<co, 当 且 
仅 当 条 件 期 望 算 子 序 列 
En: frE(f|F,), n=0,1,.: 
是 Lt 中 一 致 有 界 的 ， 且 当 zEex (KORTARE E SK 而 当 
{B,) 一 致 有 界 时 , 可 以 推出 z&o, (sup1B |”). 


证 明 这 只 需 证 明 命题 6 中 算 子 序列 {rs} 在 L* 中 的 一 致 有 
FES FE, 4 L 中 的 一 致 有 界 性 , 事实 上 , 因为 当 f=Yz4” 
时 ， 
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E(z, |E fz |F,) OSKE 
<-> E(z,|E(V|Fq)|<KECY |’z0). (15) 
而 上 式 中 第 二 个 不 等 式 正 是 
RUE IF.) |7)<KECIYI*). Gl 
注 同样 地 ，{B。} 在 上 £? 中 的 有 界 性 可 用 局 限于 Lt 中 的 有 界 
性 来 代替 , 此 外 , 用 停止 时 间 工 代替 n 时 定理 的 结论 也 对 ， 因 为 命 
题 6 的 注 3 已 指出 z&a,() 与 算 子 
te: f > zp Efa |F r) 
在 L? 中 的 一 致 有 界 性 等 价 ， 而 后 者 又 与 算 子 
Ey, f>E(f|Fe) 
在 L? 中 的 一 致 有 界 性 等 价 . 
现在 , 对 于 站 的 一 个 刻 划 可 以 作为 这 个 定理 的 一 个 推论 而 得 
E. 
推论 2” 设 z 是 一 个 测度 变换 , 1<, Wi zcbr), 3 
且 仅 当 算 子 集合 { 妨 "} (7T 遍历 所 有 停止 时 间 ) 是 在 L" 中 一 致 有 界 
的 , 其 中 
Bo: f> Eza Fr) = BUF). (16) 
且 由 zEB+(K) 可 以 推出 sup1 Be <A; TR (Bx) BA e 
THE z€; (supl Be). 
证 明 ”我 们 已 在 定义 5 中 指出 
2€bj (K) > Leb (K"),  1<¢<co, 
现在 把 (只 ,多 , 彤 ) 作 为 基本 概率 空间 , 而 把 
p= =p 


作为 一 个 新 的 与 户 等 价 的 概率 测度 ， 则 根据 定理 1 知 
“228 ， 





Ey: F> EGF) 
是 在 L* 中 一 致 有 界 的 ， MEA EAK”), Hsuplêrl 5 K 


有 下 列 关 系 
sup|Eri<K, 
rt (17) 
Ke <supj#,|"", Bm K<supļÊr]. 


这 样 , 我 们 得 到 .=E07 (K) <=> sup] Be |<co, H. K=sup] Êi. E 


下 面 给 出 A.Uchiyama 关于 ap (K) —A RR), Beca (K) 
SOF RO RART RF OE B= zu EEO, ?) 型 的 ,? 

定理 2 Re 是 一 个 测度 变换 , 1 和 2p< co， 则 zE4,， 当 且 仅 
当 极 大 算 子 关于 测度 p=zu 是 弱 (p, 7) 型 的 . 

我 们 将 在 6. 6 节 中 定理 8 给 出 定理 2 的 两 权 类 似 的 证 明 . 


6.3 Gehring 引 理 , i j) Holder 不 等 式 


F. W. Gehring 在 讨论 R” 上 非 负 局 部 可 积 函 数 在 方块 上 的 g 
次 积分 平均 时 建立 了 Gehring 弛 |[ 理 (如 见 Reimann-Rychener"!), 
Coifman-Feffermant 在 讨论 R” 上 的 加 权 不 等 式 时 建立 了 A, 
权 的 逆向 Holder 不 等 式 ， 这 两 者 都 是 下 面 即将 建立 的 统一 结果 
的 特殊 情形 ， 它 们 分 别 对 应 于 这 个 统一 结果 中 “4= 1，y 之 1? 以 及 
“4<0，2 一 1 两 种 情形 ， 这 个 统一 的 结果 属于 Doléans-Dade 与 
Meyer", 正 是 服务 于 这 个 统一 的 目的 ， 他 们 除了 考虑 A, 条 件 以 
bh, 还 考虑 与 之 密切 相关 的 OF REO, 并 将 它们 统一 在 条 件 bah, 
我 们 已 在 6. 1 和 6. 2 节 中 介绍 了 九条 件 及 其 初步 的 性 质 , 本 节 要 


© Reimann-Rychener!ipitip T bi 条 件 ( 那 里 称 为 B, 条 件 ), 但 并 没有 系统 
的 讨论 ， 
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讨论 的 是 他 们 在 这 方面 更 深刻 一 些 的 工作 . 

先 证 一 个 引 理 . 

引 理 1 设 忆 是 一 非 负 随机 变 最 . 假设 存在 常数 K>0, p> 
0, e(O0<e<1), 使 得 


| : Udu<Ki| Udy, YA>0. (18) 
{U>14} {U>B4) 
B(WU')'"<CE(U). (19) 


证 明 ERM A UNS, R18) PRBS AW HAM, 故 
总 可 设 6 天 1， 此 外 , MR BK 18), MERAY t>0, tU 也 
满足 式 (18)， 因 为 


| tUdp = ef Udu 
{10>4} {DU>4/1) 


é +) | Ui 
‘it (U>Ba/t)} 


=K} | GU)’ du. 
{tU > fa} 


那 末 我 们 只 需 证 明 存 在 7(>1) 与 常数 C, 使 得 上 只 要 UU 满足 式 (18)， 
FF HEU) =1 时 , 便 有 
EWU") <O. (19)' 


现在 来 证 明 这 个 断言 ， 首先 假 设 式 (18) 成 立 ， 其 中 4 是 一 个 
有 界 测度 ,U 可 积 且 有 界 ( 当 然 指 本 性 有 界 ). 
我 们 在 式 (18) 两 边 科 aA" (a> 0. 待定)， 并 对 4 在 [1，co) 上 
积分 得 , 左边 为 
| u | oa dadu = | (ie 一 Ian 
{U>1} i {U>1} 
右边 为 
lme use a-tte 
K| ,0 | a dAdu 
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-| n G -1 
a+ E) (u>ey B P 


Ka 1 | lta 
-一 一 一 -一 Ua 
“ate BS wsm # 


= udu +e Udy 
{o>1} 


{8<U<1} 


I 


< 村 V*tut klal. 


{0>1} 
注意 


_ Ka 1 ， 
0 


故 只 要 a 充分 小 , WHR, RRUAR, MEU <o BK 
由 上 述 估计 得 


aa] wax<| da 十 和 
1 1 


{u> {u> 


a-A)| Dean<|  Udu+klal 
Q {U>1} 


+ a—1| 


<E(U)+ (1—k) fad t el al 
=E(U)+ fel, 


Uda 


{ue 


EU” AO + hal (20) 


mi ei=1, FU) =1, 若 取 7 二 1 十 a, 则 式 (20) 即 为 式 (19)  ， 但 
A (20) 的 获得 是 在 “7 BR” (RF u 几乎 处 处 ) 的 附加 假定 下 进 
行 的 . l 
现 除去 这 个 附加 假定 ， 假 设 臣 (18) 成 立 , 并且 1 =l, EU) 
二 1， 假 设 吕 关于 4 不 是 a.e. 有 界 的 ， 则 对 任意 大 的 m， 总 存在 
wE0, 使 U(%) 二 m， 现 考虑 一 个 新 的 测度 
B= pH(U<m}) + jeg, 
-231° 





其 中 e 是 只 在 四 的 质量 为 1 的 点 测度 ， 


。 Lf 
=z Udu. 
“ m {vam} # 


EAA EU)=1, 因此 有 
limj=0, im 二 二 
现在 ,7 是 关于 人 几乎 处 处 有 界 的 , 其 界 为 m, 和 且 U 关 于 4 满 
是 式 (18), 这 后 一 断言 是 因 当 4 之 中 时 , 式 (18) 中 不 等 号 的 左边 为 
0; 故 只 需 考虑 4<m 的 情形 .而 此 时 我 们 有 


| vax=| Udu, (21) 
J {U>A} J{U>1) 


| vap'>| Ua. (21)’ 
(U>BA} {U>BA} 


式 (21) 的 验证 是 直接 的 ， 现 验证 式 (21) . 


| U''du' 
(u>BaA} 


=| uray’ + | Udy’ 
{Uam) { Bacu<m} 


=U(o)'*j+| Urdu 


{8A<U<m} 


= 元 | Udu +Í Udy 
M Jiu>m) {BA<U<m} 


>f usn Ode. 
由 此 证 明了 品 关 于 s 满足 式 (18). 
于 是 , 根据 上 面 已 经 证 明 的 式 (20), 得 


OE Uy Otet, 


当然 更 有 
lta E'(U)+{u'] 
| ,7 dS y 
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A> m> oo 即 得 


ito 2 
EWU SIF 


式 (19) 因而 获 证 ， 引 理 证 毕 . Ol 

引 理 1 的 另外 一 个 形式 叙述 如 下 ， 

引 理 1 设 z 是 一 非 负 随 机 变量 ,之 1， 假 设 存 在 常数 天 与 
hO<h<1), 使 得 


| atdu<Kyr'{ zdu, Yv>0, (22) 
, t2>») J (z>hv} 
则 存在 ODARE A O, 使 
jzj < 和 Clzl， (23) 
证 明令 = A=, B=, WK (22) R A 
| Vau<Kk ar nil Udu. 
{U>4} {U>pA} 


因此 取 e=1 一 1/g 时 应 用 引 理 1, 并 令 p= rg, 即 得 
B(zr)=BE(U") <C"E (U)! =C'E (29), 
lels cel T 
注 4eXSL MBS) 可 以 得 到 引 理 1， 这 只 需 对 给 定 的 
U, e, A 5j B,&z=U"s, =t vedas 5 k=, MEHRA 
成 立 知 式 (22) 成 立 ， 从 而 由 式 (23) 成 立 ， 即 得 式 (19)， 其 中 r= 
P/4, . 
下 面 是 本 节 的 主要 定理 ， 它 同时 概括 了 Gehring 引 理 与 逆向 
Holder 不 等 式 . 
定理 3 假设 非 负 过 程 zE5* Nb NDT, 其 中 <y, >>>0， 则 
存在 e>0, 使 得 zE0 
证 明 1) RO<A<y, 车 考虑 过 程 z*=(z:), 则 问题 便 化 为 
A=1,v=@>1 的 情形 ， 此 即 Gehring 引 理 的 情形 . 
~ * 2336 





SURER T =inf{a: z, >A}, WCB] Pye 测度 ) 
Al {T <00} I<| ardn<K| ztu 


=x,(| Zol 
(T<o, @>hA} 


+| zat) 
{To Shi) 


<K,| zodu+ K bAl{T<co} |. 
{so>hA} 


内 此 , Ek h AE K h<i, 则 有 


Al{T<o}] < Zoll. 


1 IRA IRA). wha) 
上 面 我 们 已 经 用 了 2007 (K1) 这 个 条 件 ， 现在 同时 利用 2007 与 
ZES* 这 两 个 条 件 ,将 它们 合 在 一 起 即 为 
E (21| Fr) SK:Zf -13 
则 得 
| >A asus f ya zodu 


œ? } 


=| BSF nan 
{T<} 
<K,A|{P<co} | 


Ke | 


SA Kh 





2.0 pf. 


Zeha} 


”由 引 理工 知 存在 SD EA C, 使 


lal C0 lzot 
如 由 上 面 的 不 等 式 希 望 得 到 条 件 好 ， 只 需 考虑 新 的 概率 空间 
与 新 的 o- RRR, BND", F, e, {Fi} moo), 其 中 
Q =ACF,, F'=FNA, 
u “TAJ” > Fn nF mens m>0, 
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以 及 新 的 过 程 


2’ = (2n) m0s zh = mt (A). 





则 显然 仍 有 z Ebr ND NS GRF BD BER Ss OQ’, F’, p, 
(Fn), 并且 其 中 常数 相同 ， 由 于 式 (23) (以 及 式 (19)) 的 获得 与 
Fo ERFELEK, 我 们 又 有 

B'((z%) ?)!/? SCE’ ((2%)) 


P 1/2 4 174 
(ral E) w)” <el (EY #) 
= e(r | EGIF oan y" 
<CK:, 
E (22| Fn) P KOK Zp 
也 就 是 zE5; (CKs), 这 就 完成 了 0 过 4<v 时 定理 的 证 明 . 
2) 设 4<0<v， 若 考虑 2’= (23), 则 问题 便 化 为 A<, v=1 
的 情形 ， 问 忆 定 义 bi =a,, 9 二 1 一 1/4， 因 此 ， 这 正 是 Coif man- 
Fefferman'"1 所 考虑 的 逆向 Holder 不 等 式 的 情形 . 
因为 过 程 z= (zn) Ea,(), 故 对 一 切 停止 时 间 到 及 一 切 非 负 
$ (Un), 有 (根据 6.2 节 中 式 (12)) 
ZpUE<KE (zaU F r). 


此 即 


现在 令 

-=I(tz- 委 bz) (B<1). 
则 

Zr” (IIl {z< Bzr} | Fr)? 

SKE (2,1 {2< pr} F r) 

<K Pzr. 
AA 0 过 zz 二 00,a.e., 故 
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EI ({z..<B22}) |F r) SKP. 
如 果 PERD, WEE aO<a<1), (E - 
ECI({z..> Bz7}) |Fr) Sa>0, 


当然 也 有 
ECM ({z..>6z7}) UHAT <00}) | Fr) 
all ({T<co}). (24) 
现在 我 们 令 T=inf{n: z,>4}. EE 
zrll({T<00)) 之 4 


2r<CA (根据 条 件 268"). 
再 利用 条 件 br, 即 得 
E(z.11({z.>4})) SE IUT <oo})) 
=F(E(z.11({7<0o}) |Fr)) 
<KE(zrlIl({7<co})) 


KKCA |{7-<00}| <É {2,> >pzr, T<00 } | 


<A (2.>84}|. 


又 利用 引 理 1 (e=1 的 情形 ), 即 知 存在 1, 使 
E(22)'"<CE (2.2). 
同 1) 中 证 明 最 后 部 分 一 样 , 由 上 不 等 式 即 得 
E(22,|F,)'"<CK zn. 
此 即 2Cb; = bi... 由 此 证 明了 4<0<y 情形 的 定理 . 
3) 设 A=0<y, 这 种 情形 的 结论 可 由 0 二 4<<v 情形 推出 . A 
为 条 件 ba 比 by (VAS>0) ABR. 事实 上 , 由 55 可 推出 br: 
2n<K exp(E (logz..|Fn)) 
<KE(exp(logz..)|F,) 
=KE(z.|Fnr). 
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-类似 地 , 由 :55 可 推出 2°Cb7, Vor 0. 
28<K*exp (al (logz..] Fx)) 
SKE (23|F,). 
于 是 , 我 们 有 
ZE01 = z*Ebi > 2€b5, VA>0. 
从 上 述 讨论 可 知 , 由 情形 1) 的 证 明 可 推出 情形 3) 的 结论 ， 
定理 至 此 证 毕 , 时 
推论 3 Rite z= (2n) GS” Na, Nbr, HH I> —1/(p—1), 
2>:1， 则 存在 91 <¢<p), fE zag, 
证 明 ”考虑 过 程 二 一 ( 苇 ) gm zEbi(K)， 当 且 仅 当 te 
b7,(K), 因此 
1 + 一 + 
FES NDN b, 其 中 4= 一 2 
既然 一 oa- 1)=—4, 故 由 定理 3 知 
tot, 对 某 个 o>. 


世 就 是 z&b- ) 一 “9 其 中 


-GH zam 
g=1+ ((p—1)"'+e)"'<p. E 
注 当 z= (2) EAR, 总 有 Eb, 86=1>> 一 1/ (p 一 1). 
故 当 zES- 时 ， 
z€a,>2z€a,, HEA g,1<q<p. 
对 于 古典 情形 , 总 有 
ZEA, > 2EA,.,, 对 基 个 e>; 
RFR, 则 需要 附加 条 件 S, (RES 不 是 一 个 自然 的 
| 条件.) 
现在 假设 z= (<,) 是 一 个 测度 变换， 意 即 2 是 一 个 严格 正 的 、 
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满足 Elz.) 二 1 ae, 则 Z=1/z 也 是 一 个 测度 变换 , (AAMT u 
与 六 的 位 署 . 我 们 有 

推论 4 ”假设 zES， 则 下 述 断 言 等 价 : 

1) zEas 一 07, 对 某 个 ?>1(4 = -天 让 

2) 2€bi, HHA p> 二 

_ atte _ 1, 
3) 2€4,=67, HEP p>] (A = -y 
4) 266i, HE u>. 


证 明 D > 2). ERZES NND AE ww 
z€b},,. 

2) => 3)， 由 定义 5 Sm, 2€0,(K) 当 且 仅 当 zE8 (KM), 
1<pco. 

3) => 4). B 1)>2)， 然 而 此 时 是 利用 1/2 €S*, 即 26S. 

4) > 1)， 同 2 之 37. 量 

推论 5 ” 设 zearniS, 则 存在 e>0 OK zL AAO BRL AT 
aS. 

证 明 iB Ue=za t, Un=EÙolFn). WBE, za, 4 
且 仅 当 UEa, 且 此 时 有 

1=E(ah 22!" |Fy)<B (eal Fa) EB Ga? Fa)? 
=E(20l Fn) EU a| Fn)?! =U CK. (25) 
由 此 说 明 zES <> UES. BY, 
zEo 站 3 <> UEa, NS. 


又 由 于 z，7 PER, KAEA 3 之 第 二 部 分 知 ， 存 在 p>0, 


2Ebt a UES yy 





pL mR AR A ARE ROOTES TOTEM ALOE LEO IRIE EE OE 


Ean" |F a TLC Kays 


BE(UL* IF, ILK Dy. 
国 此 当 e= min (a, A) Rt, 有 Ebi, UEbi o 于 是 


(BEL IF, BOUL | ) y 
© Ks KU,)? ISEK. KI, 
Rp 
Ezt F p) E (z307 |F, 
<K KEKE) =K, 
此 外 ， 关 于 2 RA S, RAAT 26) 及 
Hilder 不 等 式 知 
E (zit! |F,) ~21*4, 
因此 , 由 z&5 即 知 2'** ERRAT S. Ol 
最 后 作为 一 个 例子 ， 我 们 对 即将 在 7.1 节 中 要 讨论 的 正规 拷 
情形 ， 列 举 其 有 关 a, bi 条 件 的 一 些 结论 ， 所 谓 正规 性 是 指 (2， 
F, H, { 宛 jj >o) 满 足 
fa SEIF SAEF a), YFEL, (27) 
其 中 d>1 是 一 个 常数 , 特别 地 , — PERE IK, 
根据 定理 3、 推 论 3 及 推论 5, 我 们 有 如 下 断言 . 
断言 1 (Gehring) ” 设 正规 性 条 件 成 立 ， 则 所 有 那些 严格 正 
的 出 z= (z.), SECAT biU DH, 也 一 定 属于 bien HEAS 
0. 
证 明 根据 定理 3 的 第 一 部 分 的 证 明 即 得 , 因为 
zES* NbiNdb:. | 
Mi 2(Muckenhoupt) 设 正规 性 条 件 成 立 . 则 所 有 那些 严 
HERE ?= (22), HERT 4s(7 之 了 了 时， 也 一 定 属于 t-e 对 某 
个 已 且 0<e<z 一 1 
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证 明 UE Uns al? 7, UEUn] Fa). MBERE 
7 入 CD, 
再 由 式 (25), 即 得 
1 Ne 


ANPI 11, 
zn SK( ge <K(7-) <Kd? Zne 
-l R 


这 说 明 zES-， 故 由 推论 3 知 , zEa,.,, l<p—e. fj 
言 3 (逆向 Holder 不 等 式 )” 设 正规 性 条 件 成 立 ， 则 所 有 
那些 严格 正 的 鞠 z= (z)， 当 它 属 于 2,(p>1) 时 ， OV RE 
Holder FER, RI 
ECKL | Fa OO SKE Zal Fn) = Ken 
证 明 根据 定理 3 的 第 二 部 分 证 明 即 得 . 因为 
2€8* Nbr Noy, A= sty: I 

断言 4 设 正规 性 条 件 威 立 ， 则 zE4。 => zE4。， 但 反之 一 
A, 

证 明 设 zE4。, 则 存在 p>1 使 xsa， 故 由 断言 3 om, Rt 
个 e>0, zEbi 由 定义 5 知 ,这 就 是 Eða, 从 而 zE4-， 第 一 
部 分 结论 获 证 ，, 

上 友之 不 成 立 可 由 如 下 反例 知 、 考 虚 (0, 1] 带 Lebesgue 测度 
dx, EMF, 是 平 几 的 ; F: IRF 0, 1/23, 1/2, 1ER; F. 由 


原子 
(atl naoak] 


lerhi 是 一 个 严格 正 的 递减 数列 ， 又 定义 


z= (z,), 
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z-= dies), 


1 





Z= E (Zol Fa) 
-Zenan +2- Zerin (ogr |) 
a k=l 二 之 及 
我 们 有 
B(28|#,)= Sei Ny) +2 Zoo 二 zl) 
kan 
a= Seal) +2" D oll 1 ((o, 去 |) 


TER, 因 {c4} 为 非 负 递 降 数列 , 则 对 a 二 1, 2, 有 


cs2" > cg2- 
kon 


Ses+2rer D>) 2 


k>n+l 
<2c%. 
这 说 明 “ 
ar Seta *<e? 
ben 
2 
<(2" Se2"*) 。 
` k>n 
因此 


B(25|F,)'?<2k (zol Fn). 
十 是 得 Ebt AER ER, 使 得 





则 因 在 (0, 2°") kw 
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因而 zES-， 由 此 即 能 推出 对 任 痢 的 p> 1, A zea, 因为 此 时 
正规 性 条 件 是 满足 的 , 而 在 正规 性 条 件 下 , 对 任意 的 p, 由 a 属性 
可 推出 S 属性 ， 第 二 部 分 结论 因而 获 证 . I 
注 1 若 将 { 实 ,} 换 为 二 进 系 , 上 例 显 然 也 是 适用 的 . 
注 2 上 例 说 明 , 当 用 正规 性 条 件 代 圭 5 时, 推论 4 的 结论 不 
再 成 立 ， 虽 然 仍 然 有 (甚至 无 需 正规 性 ) 
z€a, <=> zE} (q>1), 
ZEbt => 744, (q>1). 
断言 5(Muckenhoupt) ” 设 正 规 性 条 件 成 立 ， 则 对 所 有 严格 
ERRE z= (z,), SER a, 时 , EIE z ERR To, 
HIE. e>, 
证 明 由 正规 性 条 件 及 zo, 即 可 推出 5. 再 由 推论 5 即 获 
断言 之 证 明生 
最 后 作为 本 节 的 结束 ， 我 们 用 Bonami-Lepingle 1 的 一 个 例 
子 说 明 对 不 正规 情形 问题 要 复杂 得 多 ， 这 个 例子 说 明 : 对 任意 给 
定 的 ?>>1, 存在 zCA,, ER Ve>0, ZEA... 
Bi 取 虽 =(0,1],4 为 Lebesgue ME, F=VF,, Fa HA 
子 


生成, Fo AE ALAS, remortgage HE 
于 可 测 的 函数 均 由 在 
Pear 看 


~ 


上 的 取 值 决定 ， 令 





z= Sis HEG), 


< 
l 
a=b, N< 
ko ky 7 E! k . 
id 
Ua=z'=b' 5k12 IMI). 
1 
Al Vy>1, 都 有 


Y) -一 ye OO-*y k 
ne dees shy 


SPOTTED Nee 
这 说 明 Ve>0, EAn BURA LUO") <co, AAS 
盾 ， 现 在 我 们 来 证 明 zE42. 


注意 LACH, h<n. 此 外 (0， i wie 我 们 有 


TID 
tial, zda— TAIN Udr=0 20 l=] 
[Isl II] kt gp °° 
故 剩 下 只 需 证 | 
17n! 1/7! 
mf zdzat| Ude<c. 


因为 
of zdz= > “Wy | 
0 sit 
\ 2° 
<San an” 
t/nt l 
of Uds s= 53 TA 
0 ee 
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<5 me Drath, 
因此 
i/nt 1/ni 
aif zdani | Ude <A, 
0 


于 是 我 们 便 证 明了 断言 zE4，. 
对 ?>1， 上 述 例子 可 稍 加 改造 , 使 得 zE4,， 但 
z€A,_,, Ve>0. 
这 上 只 需 令 
QF Pp-1 加 Qk p71 
aE), -54 EYO Wal: 
此 时 Vy >1, 都 有 
BCz F-E) 一 六 -2 二 
>0 Daye 12-4” = 00. i 


PETN Ye>>0， 但 正如 下 面 将 要 指出 的 ， 确 有 zE4,， 为 验证 
2CA,, 只 需 验证 (如 同 验证 zE4s 一 样 ) 


一 -一 a -1/(p-Dgy VP 
T(t, Z de ) <0, Vk, 
以 及 
af” aiem f” z7 0-Ddr)?-1<0, Vn. 
上 两 式 中 的 第 一 个 恒 为 1， 第 二 个 不 等 式 的 左边 估计 为 
?1 y ky 1 、\2-1 
sonra TART 


(p-1) 
anent __1_ =C. 
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这 里 用 到 一 个 初 竺 不 等 式 
Dars a 1<P<™. 
事实 上 , 车 记 这 个 级 数 的 一 般 项 为 e, 则 因为 

人 < 





可 得 


a,<2° "a, 
因此 
Sja, <a, > 2 <Ca,. 


kn k>n 


至 此 , zCA, 的 断言 证 毕 


6.4 4, 类 的 权 与 BMO sh 


ERR f= (f)s>oEBMO， 我 们 可 以 用 三 种 方式 构造 与 之 相 
关 的 过 程 z= (zn)wxoE4,， 反 之 ， 由 过 程 z&4,， 在 附加 条 件 zES 
T, 也 可 构造 过 程 JEBMO， 三 种 方式 的 前 两 个 方式 是 很 自然 的 ， 
此 即 : 其 一 , 对 fe BMO, 适当 选取 4>0, 定义 zo= en, 然后 考虑 
Zo Ae RA BR z= (zn)a>0 其 二 ， 对 了 = ( 思 )s>oEBMO， 定 义 z= 
(Za), =e; 第 三 种 方式 是 纯粹 概率 论 的 ， 它 的 两 个 互 斤 步骤 分 
别称 为 随机 对 数 与 随机 指数 , 它们 是 由 随机 积分 而 来 的 , 其 确切 含 
总 将 在 下 面 给 出 . 

首先 我 们 讨论 自然 方式 下 A, 与 BMO 的 关系 . 先 对 A, 条 件 
作 一 点 注 记 . 
命题 7 Leh WS PE A AA =e, 24 AM ASE 

log Ajco-1 7, HA 1<p<oo, 

© 245» 


oan mee var ore rete Ren PEAY ET AE RAE AE POET SNE ETL RNA CODE 





证 明 先 说 明 一 下 ， 当 zZCA, 时 ， fa=E fol Fa) Ba RM. 
因为 对 2€4,, 由 log4 是 wE(0, co) ANIMES, 则 
E(logz..|F,)<log#(z..|F<aw, ae, 
-HE (logen| Fx) <log Bar TIF) <00, ace, 


因此 
fn=B |F) =E (logzs| Fa), ae.. 
现存 由 6.1 节 中 的 定义 4 给 出 的 4, 条 件 


Eleal Fa) Elea T (F) K<, a e, Yn, (*) 
以 及 由 5.2 节 中 引 理 3 给 出 的 log A, ont 条 件 的 等 价 形式 
Elet F E(D | F,)? '<K<oo, a.e.,Va, Cr) 
即 知 z=efCA, 与 fElog Ar o-0 是 等 价 的 . B 
定理 4 YfEBMO, 一 定 存在 w B>O, 使 


z=e%EA, NS, pi 一 1 十 分 


(28) 
Ze IEAn NS, p=1+É. 
反之 , 若 存 在 实数 4 六 0, 使 
eXEA,NS, WED ?>1， (28)' 


则 FEBMO, 
证 明 我 们 在 5. 2 节 中 已 指出 


ReBMO= |] log4.snBD. 


@,A>ft 


故 著 实 函数 SEBMO, 则 存在 a, B>O, HE flog Aag. IWER 
AFCA) pay —PfElog As are 
由 命题 7 知 
ecfE4， e FIEA,,. 
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至 于 ez (或 e NES 是 因为 (如 看 S* 条 件 ) 
E(exp(af) |F.)<Kexp af.) 
<Kexp(af,_1) 
<KE (exp(af)|F 1). 
反之 , REE ASO, 使 esE4, 门 5S, 则 AFElog Ay isn", FFE 


有 
exp(Af,_.)<E(e4| Fy) SKE (e4|F,) 
<Kexp(Af,) =exp(4fa + K). 
由 此 说 明 
MF fa) SK. 
类 似 地 可 证 


Afs—fr-) SK. 
因此 f= (f,)EBD.、 又 由 于 条 件 log 4. BS 
Blexp(elf—f,1)|F,)<K, 
故 feEBMO。， 定 理 获 证 . E 
现在 讨论 在 上 述 方式 下 , A 与 BLO 的 关系 ， 为 此 上 光 对 4, 条 
件 作 点 注 记 ， 回 人 忆 一 下 , 称 天 中 严格 正 的 函数 ze4i, 是 指 由 它 产 
AE RRR z= (Zn) nzoCAi. JHB 
Zn Kz, a. e., Vn, (29) 
或 者 等 价 地 ， 
Z°SKeny a... (29)' 
命题 8 HL HREN ZEAN E, ANS=AN 
S*)， 则 存在 非 负 的 gEL'(g HR g*<0, a.c. ),d(0<6<1), 以 
BAGG O0<a<h<b<oo), 使 得 
z=hg*?, (30) 
证 明 既然 任意 的 zE4, 门 $7 都 满足 逆向 Holder 不 等 式 , A 
此 对 此 z 一 定 存在 s*>0, 使 
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(2 Fy) OO SKE (2| Fa) SKa Va 
于 是 有 ， 
zL [z t) * [Kzit 
RSI 0+e), g=, k= Cg = M 
ha = Za0(g*)*(g*)?=hg*?, 
即 为 式 (30). BRL, g*<KzL* <00, a. 6.， padcncs, I 


$ ”这 个 命题 的 十 典 情形 属于 Coif man-Rochbergi, 他们 
还 考虑 了 这 个 问题 的 逆 命 题 , 即 建 立 了 : 若非 负 的 g(EL')， 使 得 
9g* 之 00,a.e., 则 V6(0<<6 过 1) 都 有 g**E41. KP MPRA PE 
否 成 立 ， 我 们 尚 不 知道 ， 但 是 我 们 可 以 加 一 个 附加 条 件 来 证 明 逆 
命题 成 立 ， 为 此 ， 先 作 一 点 维 备 ， 对 于 F, 不 一 定 为 平凡 的 族 
{Fajron 我 们 将 极 大 算 子 的 如 (1 1) 型 改 叙 为 下 述 引 理 2， 设 f= 
(fadaso 是 一 个 关于 此 族 的 L' PAB, fo 可 以 不 为 WEC) 
=E(- (F). 

引 理 2 Y4>0, 有 


BMF >A}))< fH fel). BL) 
FHA Y6(0 过 6 过 1) 及 VER, 有 
1 #2 s/_l1 è , 
ppg, <e ril, -lte ). (31) 


证 明 对 4>0 定 义 停止 时 间 
v=inf {n: lf, | >}. 





则 
Htf*> 和 < 于 IQF >A) 


=F SN fale n}), 
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-BAISSA 
<LS18,(| fal CCe=a})) 
0 


<1518(B( fal r =n) | F,)) 
=F By (| fal Wf" >A4})) 


<+P, (fal). 
由 此 证 明了 式 (31)， 再 由 式 (31) 还 可 得 到 YFEF7。， 
FA >a =| MUPSI fa 
现 设 0<6<1, 任 取 一 个 FEF, WA 


| frau=o) APIA laa 


0 


a 


=6| POF >A NF aA 
[ja 


<3["a|F|aat+a] a] folap 


Aata rl) 


0 


其 中 令 


1 


_ 6 
a= STF] 


gpl! t-14 


于 是 完成 了 式 (31)' 的 证 明 , Gl 
现在 我 们 讨论 命题 8 的 逆 命 题 。， 但 需 附 加 如 下 条 件 : 设 存在 
BARK Fa} noo Pn Cn, EVE (CLL) BA 


fn(®) <C r. sup vf fau, ae., (32) 


wEFEF hg 
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rs 


sup qrg), Jan<of (o), a.e.. (32)’ 
PF: “Erelj sa 
命题 9 A, F, u, {Fa} ) HA (32)5 82) a. BE 
负 的 9(CL'), IE g*<co,a.e., MI VS(0<db<1) MBF g**CA,, 并 
E. 

(9**)*<0.9*", ae, (33) 
证 明 对 任意 的 n, 考虑 新 -RRF nhm = {Anim} m>0. 
对 定理 中 给 定 的 9， 以 及 这 个 新 族 应 用 式 (31) ， 并 利用 式 (32) 与 

(32)' 得 
B\( sup Im y IF, <C sup TT 


of FES n | F| 


| (sup gm) “dL 


<C, su (mxl du ) 

SU? uerda TES S 
<C,g*’, Vn. 

于 是 , Va, 都 有 


Eg" | Fn) SE (sup Om) |En) +A ((sup Om) (Fa) 


gt 二 Cg*, 
由 此 推出 
(g*)* <C D 

注 ”、 当 所 有 F, 都 是 由 原子 生成 时 , 车 取 Zr, 2S, 的 所 有 原 
子 的 系 , 则 易 知 式 (32) 与 (32') 自然 成 立 . 

定理 5 fEBLO, 4AM4WEA ADO, A z=eVEA,NS. 

证 明 设 feBLO， 则 存在 4>0, 使 

BE(exp(A(f—fn)) | F,) EK. 
于 是 
E(e#|F,)<K ye***<K exp (A(f+ flero) = Kes. 

这 就 证 明了 2=eNCA, AF 268, RAW GRE S*) 
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El Fy) cK cK aL (es |Fy_1). 
反之 , 设 z=e CANS. MH Jensen RERA 
ehLEl F <Kef =e, 
因此 ， 


fa<ft 区 a.e., Vn. (34) 


此 外 , 我 们 已 在 定理 4 中 证 明了 ， 由 z=e*EA, S(p>1) EH 
fEBMO, BR ANSCANS, MHK(34), AR f=Cf.) EBD, 
即 得 fCBLO, E 
注 在 定理 4 与 定理 5 的 第 二 部 分 中 , 由 于 都 附加 了 条 件 z= 
exES， 才 能 由 zE4,( 或 41) 推出 fEBMO( 或 BLO)。 必须 指出 ， 
条 件 zES MERRE. Eint {F nh E 
FEI, F =F aH 
这 个 不 正规 情形 (对 任意 概率 空间 (OQ, F, u)) 时 , 都 有 BMO= 
BLO=L", 但 
A,= {JER F; fEL', EDD); 
A= {JE f: fl’, fea>0}. 
此 时 ， 对 zE4,( 或 41)， 当 然 不 一 定 有 logzEL*、 这 说 明 当 wzES 
时 , 结论 就 不 一 定 成 立 ， 
现在 讨论 在 第 二 种 自然 方式 下 4, 与 BMGO 的 关系 ， 此 时 我 
们 将 一 个 实 过 程 了 二 (fr)ocngw 与 一 个 严格 正 过 程 二 (3,)osncw, 通 
过 关系 3 二 ei 互相 对 应 , 来 讨论 了 的 BMO 属性 与 (对 基 个 4>> 
OM A 属性 之 间 的 关系 ， 这 种 方式 与 第 一 种 方式 基本 上 是 类 似 
命题 10 设 f=(f,) EL py, ADO, z=(zn), Z= 
Ele F), 则 zE4, 们 5S, HARZEN NS, 1<p<oco, 


A, 


证 明 KB 1<p<oo, 1 2CA,, 则 根据 命题 7 知 
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BCexptA(f—fa))| FALK, (35) 
B(exp(-54,0—f.) 
此 即 ZED 6-2, 反之 , 由 式 (35) 与 (35)" 可 推出 zE4,。 现 讨论 


两 个 过 程 的 S 属性 ， 因 为 由 式 (35) 及 下 式 
etm i (e| Fy) 





Fy <K’. (35)' 


即 推出 
Zn =E l Fn, 
这 说 明 两 者 的 8 属性 当 式 (35) 成 立时 是 等 价 的 ， 而 zE4 Zeb, 
都 保证 了 式 (35) 成 立 .所 以 zeE4, 站 8 E R 4 ZEDINS, Hl p>1 
的 情形 获 证 . 
现 看 ?= 1， 当 2A, 时 , 式 (35) 仍 然 成 立 , 且 ， 
ein (e'|F,)<Ker, 
此 即 ZED ND. EZ, 由 ze 如 站 5-s HE ZEA), BEDE, HFS 
属性 的 证 明 同上 面 完全 一 样 , 不 再 另 述 . 时 
最 后 , 我 们 考虑 第 三 种 方式 ， 即 讨论 随机 指数 的 4, 属性 与 随 
机 对 数 的 BMO 属性 之 间 的 关系 . 
定义 6 设 f= (fs> 是 满足 所 =0 以 及 1+Af, 宇 p>0 的 
hk EM Sf=2=(Z)nvo HIN PB 
ta=[[C+4f,), 2=1. (38) 


kan 


2 被 称 为 了 的 随机 指数 ， 设 = (zs BIEMA 满足 zo=1, zE 
心 -， 定 义 Lz=f=(fa)n>0 Ain PBR 


= Az = 
fn= Daz fo=1, (37) 


f 被 称 为 z 的 随机 对 数 ， 
注 1 易 知 上 述 了 与 4 是 通过 如 下 方程 
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AZa=2a-rAfa, Wn 
被 互相 给 出 。 对 于 连续 参 变 量 的 情形 ，z, f 分 别 是 下 述 随 机 积分 
方程 的 解 ; 


21+) zw dfu (38)' 
‘4 7 

f,= | d2,,. (37) 
0247 


注 2 HHS 然后 通过 式 (36) 定 义 23 SRA 2, 然后 
通过 式 (37) 定 义 户 这 两 个 步骤 是 互 道 的 ， 这 就 是 说 ， 如 连续 作用 
这 两 个 步骤 则 得 恒 等 算 子 ， 辟 如， 我 们 先 给 定 拷 f= fa) B 
满足 fo 三 0 以 及 1+Af, 之 >>0， 通 过 式 (36) RM 得 到 了 z= 
《zn)w>0， 我 们 指出 ,，z EAER, HWE zo 硅 1 以 及 Es, 
事实 上 , 有 | 

Za = Zp- (1 HAfa) hz Va. 

E(2q| Fn) =2n-E AH Afal Fn) = Zan Ya 
第 一 式 说 明 ES, BOR EAR BZ, BA 
式 (37) 定 义 出 f, 则 所 得 的 了 即 为 原来 的 f, 因为 它们 满足 相同 的 
方程 


Afs= 





= —1, Yn， 以 及 fo 三 0. 
同样 , 如 先 给 定 非 负 和 著 z= (Zn) noo, 满足 zo 三 1, zE5". 通 过 式 (37) 
定义 出 来 的 了 ,一 定 是 一 个 满足 fo 三 0 与 1 十 A 之 p>>0 ARR, FE 
由 式 (39) 定 义 出 来 的 z 一定 也 是 原来 的 2， 
现在 我 们 来 讨论 由 定义 6 所 定义 的 随机 指数 的 4, 属性 与 随 
机 对 数 的 BMO 属性 之 间 的 关系 . 我 们 有 
EBS 设 f= Cia) > 与 2= Cn) avo 是 通过 式 (36) 与 (37) 
RAHI MB, 3 26S*Na,(p>1), M fEBMO; # fEBMO, 则 
对 某 个 pl, zES Na,， 并 且 此 时 z= (Zn) apo ME L e> 0) 
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ERR, l 
证 明 注意 ES 5 14AS, Sk 是 先决 条 件 ， 如 果 还 满足 E 

S* 或 fEBMO, 则 都 有 
—1+A<Af,<H, Vn. (38) 
首先 考虑 zES Na 的 情形 ， 由 zEas(K) 可 证 对 所 有 的 4， 停 
IEF n 的 鞭 Ea, (K), WE, B l)n BARRA. 44 
是 一 个 L! ARRIEN ER, 故 z 存 在 ， 且 (zs)o<nc。 仍 是 一 个 非 


fa kek. 因此 
了 (合用 ”六 全) 


KES <a 
F, ) F.) 


1 了 ~1 
=B((E) |e) 2a 
EK, Vk. 
当 用 ORE z 时, 通过 式 (37) 得 到 的 即 是 停止 于 的 六 因为 它 
EARE, 故 是 L 中 的 款 ， 上 面 的 讨论 说 明 , 我 们 无 妨 开 始 就 设 ， 
由 给 定 的 = (z,) 通 过 式 (37) 所 得 到 的 f= CF) BEE 一 个 L 中 的 
Bh, 特别 地 fea. e. 存在 的 , 同时 8S(f) 之 co, a. e., 再 由 式 (38) 知 ， 
f= (fa) 是 跳跃 有 界 的 , 因此 为 证 fEBMO, 只 需 证 明 
E(S"(f) —82(f)|Fn)<C<eo, Vn. 
H z= (zu) 的 apa (ORERE BH a 变 成 了 停止 于 有 
限时 刻 的 堵 ), 我 们 有 


ne 


(orp) 


利用 如 下 初等 不 等 式 ( 其 证 明 见 后 ) 


2" soit? — FHEANN G 
ipa” ， zE[ 一 1 十 h, H], MEAS, (39) 

















Fa \<K 9 





F,)<K. 


© 2546 





我 们 得 
El exp (poto )a($ 3 Ta 四 |) 
<B(exp( 古 (一 DE exp fe Yh lg 


再 利用 Jensen 不 等 式 得 
exp( E(B -FHEA ~§2(f)) | F,))<K, 





“js <k. 


即 

Bf -fal FESS FA oK. 
由 此 , 定理 的 第 一 部 分 获 证 . 

现 设 JfEBMO, 满足 1 十 Af, 宇 h>0， 则 显然 有 zE, 因为 ， 

he <1+ 1flsuo. 
利用 下 面 的 初 竺 不 等 式 (其 证 明 见 后 ) 
Eae, zE[—1+h, H] HRA j, (39) 

对 待定 的 e>0, 我 们 有 

“((2)'|*) 





=B(exple(f,—f.)) Ges) | ) 


<E(exp(e(fn —f.) +je(S?(f) —S2(f))) | Fa) 
<Elexplelfa— fa DIF) 
-E(exp(2je(8*(f) —S82(f))) Fl. 
因为 fEBMO, 只 要 e>0 充分 小 便 有 ( 见 5. 1 age 1 45 1’) 
E(exp(2e| f—Fnl)| Fa) EO, 
e 255-6 





E(exp(2je(S*(f) —83(f))) Fa) EO,. 
因而 有 f 


E((2) |7,)<0:0:<0, a.e., Yn. 


此 即 zE4,, ?二 1 十 1/e， 定 理 之 第 二 部 分 获 证 . 
现 证 明定 理 的 最 后 部 分 结论 , 即 : 当 了 与 z 通过 式 (36) 与 (37) 
互相 联系 , 并 且 等 价 条 件 之 一 
“fEBMO, 1 +Afr >k > 0 RES fN a,” 
成 立时 , 则 z= lana 是 L (e>O ARM. ERE, 因为 
z= (Za) Ebi (1) (H (Za) o <n<oo Rede Hi ERR); 


zES Na, =S Nb, a=- 


pl 
因此 由 定理 3 之 第 二 部 分 知 , 存在 e>0, 使 
E(CaL*9)“Ot9< OB (Zo). 
现在 对 任意 的 1, 考虑 2 OER 2, MAD 2 一致 地 有 
ZED NSN D215, 
XB" RRS, 三 个 条 件 中 出 现 的 所 有 常数 都 是 与 % 无 关 的 . 
这 样 , 由 上 面 的 讨论 知 , 对 一 切 % 存 在 同样 的 常数 6 与 CO， 使 每 个 
zn( 二 Zz2") 都 满足 同样 的 不 等 式 , 即 . 
ECO) “C°OSCH(z,) =C, Va. 
于 是 证 明了 z= (en) noo HE L" 中 有 界 的 . a 
注 “现在 我 们 补充 证 明 式 (39) 与 (39) .因为 
e?—1—r<(e—2)27, 7z<1， 
因此 有 


£ < 1 + eee! eh AS 1t+2<2, 
ite 


但 当 2>1 H, RER BAK, 便 有 
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E eih, 


”因此 对 此 了 有 


2 
< h<1+2<oo. 


这 就 证 明了 式 (39) ， 现 证 式 (39)， 因为 


me 
eat, t2--l, 


> g? 
ELT E E a tT 


EREC 0E, e~it je’, HABER J 小 于 (el1+ 
H))”', GA 








"seis 

1+z 
而 在 [0, HJE, 因为 

~log(i+b) zx’ _ HP 

log(1+7 aca)? b e(l +HY b= TG EH)’ 

故 使 得 不 等 式 

e” z2 

IF” 


RLH J 是 显然 存在 的 ， 这 就 完成 了 式 (39) 的 证 明 ， 


6.5 A, 权 的 因子 分 解 


我 们 已 经 指出 对 L! 中 严格 正 的 z (此 后 我 们 简称 这 样 的 z 为 
权 ), 它们 的 A, 属性 是 一 个 随 p 增 大 而 减弱 的 性 质 ， 其 中 A 属性 
是 一 个 最 强 而 又 最 好 用 的 性 质 ，Jones 中 指出 , 如 能 实现 将 每 个 4， 
权 因 子 分 解 为 A 中 权 的 赛 的 乘积 , 则 许多 重要 的 事实 便 能 作为 扒 
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mM. 24H, Jonest 已 成 功 地 实现 了 这 个 分 解 ， 我 们 将 在 本 
节 建 立 Jones 的 这 个 定理 在 甘 论 中 的 类 似 ， 它 的 准备 工作 已 在 
5.2 节 中 作 过 ， 事 实 上 , 正如 6.4 节 中 命题 7 指出 的 , z 二 efE4,, 当 
且 仅 当 fElog41, oy, 因而 , 权 zE4, 的 因子 分 解 与 1=1ogz 的 和 
差分 解 有 密切 关系 ， 而 我们 已 对 fElog A. NBD 作 过 将 它 表 为 
BLO 默 的 益 的 分 解 因 此 ， 在 本 节 的 任务 主要 是 应 用 这 个 
结果 . 
定理 7 设 1<p<co， 则 权 zE4, 门 S, 当 且 仅 当 存 在 zu zaE 
ANS, 使 
222,237", (40) 
证 明 i$ Ix<p<oo, zEA NS, i=1,2. WH z—2,2)7°E 
ANS. WKE, 因为 
Elzy NF Ez 7) OP RF) 
=E (2,28 2 Fa 
Bay YTOR O z| Fa) T Zh 
SKE (2| Fa), KE (z2 Fa) ‘2b 
=K,K,, 


Bez=z,2h-7CA,, ieh, Hid = eh, 1 二 1, 2, 则 由 6. 4 节 的 定理 
540, f << BLO, 故 
logz=f, + (1—p) f:€BMO, 
于 是 zE5， 从 而 2CA, NS 得 证 . 
现 证 其 逆 , 这 是 本 定理 的 主要 部 分 ， 我 们 已 在 6. 3 节 的 推论 5 
指出 , EEA NS 知 ， 存 在 e>0, fE z CANS. h 6.4 节 的 定 
理 4 与 命题 7 知 


fEBMO, (1+e)fElogA, 1, 
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He Bp fElogAi,,, st. 现在 我 们 应 用 5. 2 节 定 理 3 中 关于 log Aas 


NBD Hh A> RE HE > RP f=logz, 其 中 zEA,NS 为 已 知 ， 
根据 5. 2 节 的 定理 3 知 , 存在 g, hEBLO, PCL”, 使 得 
gElog Airas, hElogA 


Ep r>0 5 36<e 都 为 任意 的 , 并 且 
f=g—h+p=fi—hfr, 
RP =9+4, fezh bH h-~ ER f). SRA 
f:ElogAi as fo€logAi+s,,, f ,EBLO, i=1, 2, 


Pp-1 





1+6 
=? 


P? 





但 是 , 由 6.4 节 定 理 5 的 证 明知 , # FCBLO, B. 
Ee Fin F) KEKO, Va, 
则 efCA NS, ixi | 
edheEANS, ettneAaNsS, 68>0. 
当然 更 有 
z=eNEA NS, zs =e 7ThEA NS, 
(A z€A,, 则 V0<a<<1， "CA, 这 是 Holder THAKAR. ) 于 
是 我 们 得 到 了 关于 2 的 因子 分 解 


2 一 ef 一 efie-f 一 2123 7. E 


6.6 加 的 加 权 史 -不等式 


Bez 是 一 个 测度 变换 ， 记 二 zh4， 又 设 O(u) (0, 00) LB 
D(0) =0 的 限制 增长 的 连续 增加 函数 , 有 时 也 考虑 OU EARM 
AI, BRHF UF a} >。 4) 的 鞍 的 极 大 算 子 的 、 均 方 
根 算 子 的 以 及 条 件 均 方 根 算 子 的 二 有 界 性 , 或 它们 之 间 的 Ze 等 价 
性 ， 讨 论 上 述 问 题 时 所 设 条 件 主要 是 条 件 4- 与 条 件 8 (或 者 它们 
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中 的 -一 部 分 )， 这 两 个 条 件 在 讨论 加 权 问 题 时 是 十 分 方便 的 , 可 以 
说 有 了 它们 就 没有 太 多 本 质 的 困难 了 ， 但 是 要 想 用 更 弱 的 条 件 来 
代替 它们 ， 即 使 在 吉 典 情形 (此 时 含 条 件 是 自然 满足 的 ) 也 丐 诅 还 
不 到 了 时候， 此 外 ， 本 节 仍 然 假定 F WELK, KER Ca) noo 的 初 
值 fo =0, 

首先 我 们 对 极 大 算 子 M: f>f* 的 加 权 弱 型 不 等 式 进行 刻 划 ， 
这 甚至 在 两 权 情 形 也 是 解决 了 的 . 设 Z, 了 是 两 个 非 负 随机 变量 ， 
1<p<oo, RIR f= (fa) avo CL? (Udu), 如 序列 (fi) 在 L(V) 
中 收 全 于 某 极限 ， 仍 记 此 极限 为 J/， 我 们 要 刻 划 (0V, NEMES 
GU), L(V)) 型 0 的 ， 简 称 为 弱 (?, 了 ) 型 ， 可 以 证 明 : 为 了 使 得 
攻关 于 (U,V) 是 弱 (p, 了 ) 型 的 , 则 必须 


{var<o, (41) 
rR 


UFTEL (du), Mp>1y UEL”, 4 p=1. (42) 
又 为 了 使 得 问题 为 非 平凡 的 , 刚 应 有 U0, mH 了 ee0， 必 须 指 
出 ， 在 条 件 (42) F, LU RR LE L du) PRR, EEX 
两 个 权 情 形 下 的 A, 条 件 , 记 为 Aa. 
定义 7 U,V) BAT Ar 条 件 , 如 
POZORU TIF <, a. e. Yn, 1<p<oo, 


EWV|F,)<CU, ace. Vn, p=1. 
(43) 


8 ie l<p<oo, PIR Er 


O BEM IE NM REST TACK, dz) 上 的 可 测 函 数 空间 到 (了 ,dy) 上 的 可 测 函 教 空间 内 
的 氢 线性 算 子 ,0<<p q<. PRM ER P, p 型 的 ,如 


Hn IMSA a< (E{ f 11) va>0, YF 
BRM 5K (a, o) BIN, 如 
(flee ay)i< ce (| [lta yf. 
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D ETERNE, Bs LAER: fofr Fi 
OE 
<op(| flU i, YELO), (44) 
2) MJB (P, p) 3, 即 
LSA SOPA (| F1 Udu P, 


VfEL*(U), VA>0, (45) 
3) (U,V) EAs», 即 ( 式 (43) 中 两 式 合 为 一 式 ) 
E| F BUT TIF, L, (46) 


证 明 1) 2), f= EL' U), (EAD, 定义 
停止 时 间 

T=inf {x |f,|>A}. 
我 们 有 | 


OI RA EA 
iTo} e {Ta} 


<(opa(| hv)). 
2) => 1). IER n 与 BEF,, R SEL U), 我 们 令 9= 
FIB). WY , 
EIF, ) =E GIF, IIB), | fa CB) <9". 
这 样 由 2), 对 任意 的 4>0, 有 
fel >A NBlr<l{g* >A ly 


2? 
<(cpa(f ifituan jy’, 


"| vau<og» | lflvap. 
BA {lfn!l>4) JB 


对 所 有 的 EZ, & 
。261 ， 





By= (2'<| fa |S YC {fal >2*}. 


门 我 们 有 
l lfa Va <22, i {fnl>25) 2 Fe 
<x” 31) feud 
<(2OP ffl] (47) 
由 式 (47) 即 可 直接 推出 式 (44) ， 


1)=>3). p>lit, MEER n, & T=2, 


一 1 
f=U °? IB), YBEF,. 


| FO FTF EVF, iu 
=| ,BU TI) van 
Cg 人 Da 一 Cg BU |, dp 
由 此 即 得 式 (43) 之 第 一 式 ，p=-1 时 ,YfEZH(D), 有 
[fVedu= |fran<cp |foar 
由 了 的 任意 性 , 即 得 式 (43) 的 第 二 式 . 
3)>1). FEL‘), MCRAE p= HERI n, 有 
[Bf | Fa) |<EC|F UF) (U PF), (48) 
于 是 我 们 有 
[UAT [Ifa BVH.) dn 
<[BCIF/'UF)EVIF.)EO TTF, dp 
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<oy (BC f/UlF in 


= os" |Ifl Vän. 


由 此 知 , 对 一 切 停止 时 间 人 也, 我 们 有 式 (44)， 
至 此 我 们 完成 了 定理 的 证 明 . 证 明 中 同时 获得 
CP< OM =O <20@, B 
定理 9 设 1<2<co，z 是 一 个 测度 变换 , 并 且 zES-. ME 
FU{F a} n>0， b) RMR ARTE E 中 有 界 算 子 ， 当 且 仅 当 zE 
Ay, 
证 明 在 7=FE=z 的 特殊 情形 , 定理 8 指出 , F), oO 中 的 
磐 极 大 算 子 关于 测度 及 是 弱 (?, 2) 型 的 ， 当 且 仅 当 zE4*， 因 此 由 
极 大 算 子 是 ( 强 ) (2, 2) 型 的 , 自然 可 以 推出 zxE4，。 
现 证 由 z€4,, 推出 极 大 算 子 是 (2?, 2) 型 的 , pl, 由 6. 3 节 的 
推论 3 知 , 由 zca N S~ 可 推出 zxEo, -.,e>>0， 再 由 6. 2 节 的 推论 
1 知 , 此 时 有 
EY |F) KEYL |F,), Va, 
其 中 7Y- 是 任意 的 非 负 可 测 函 数 ， 显然， 由 此 可 以 推出 对 一 切 可 
测 函数 f, BI FEL, 也 有 
IEPA) SKEAF Aa), Yn. 
从 而 


” fFFO Ve Ksuph(|f |?" |F,)- (49) 


a 


特别 地 , 对 所 有 满足 FELT yeh f, 式 (49) 成 立 . 现 应 用 相对 于 
C{F n} nso, Ê) 的 车 的 Doob 极 大 不 等 式 得 

fer? | Pre-o SK isup (| f |?" | Fn) [Pao SKI IFI aes 
此 即 IF ISKIS E 

注 定理 中 的 附加 条 件 z&S5-， 是 为 了 保证 由 zE4, 推 出 
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zEA,_ (e>d) IR, MRI IT INE, BH PR2CAy_, (e>>9) 
不 再 成 立 ， 但 是 它 对 这 个 定理 的 结论 并 非 必需， 正如 Bonami- 
Lepingle! 7g 281 z€A,, 18 zE 【4 的 例子 时 指出 的 , 这 个 例 
a 20 
子 并 没有 破坏 极 大 算 子 关于 测度 应 仍然 是 ( 强 ) CP, 7) 型 的 结论 ， 
我 们 回 到 6. 3 PE A 5 后面 举 出 的 例子 。 设 

5, -_(_1 L 
r= Spall), n=( gF E 
为 ((0， 1], dé, {Fal ,0 ) 上 的 L! FA Se Bea , 其 中 Fit 

. f 1 
{Ir} ren 与 (9, aon, 

生成 的 o~ (Be, n=O, 232 为 在 Ao 中 但 不 在 4 -中 的 权 . 则 





Dowty = 人 az = Set 2 A 
0 a ky (k-+1)i 


其 中 


œ 1 1 

y= Sty LEI), Js (QT, 2], 
b=1 (*) 
J= 0,2"(by) ,b=1,2,, 


现在 我 们 在 (0, 1/21) EAB SAER LGR, MA, h 
(7207 与 (0， 如 tr ERAIN. ee HERS Ay BL 
面 的 讨论 指出 ,对 任意 的 ELA, HRC hR y 是 (0, 1/2] 上 


的 DL? 函数 , 它 当 然 生 成 一 个 关于 ((0, 1/2], dt, {Gi} H L FRR, 
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ia 





pef? val) 


nif "auly 





zs} =max( [zilm max 
易 知 六 ，z* aly He er Kise. MR Bea 
证 明 
EELL2 "YY, (50) 
HRES 
AEDES 2 ED yr 2- 


K=1 k=1 
=F' (y) <CE' (KCE (c). 
于 是 即 完 成 所 请 要 的 结 论 : RARLPRF A EOR) (2, 2) 型 的 . 
现在 再 回来 证 明 式 (50)， 这 只 需 注 意 下 面 的 两 个 估计 


lel =k127*] y], 
(mt pot _ 
re rt | <nt D3 {aml (mi = nt D1 yl 2” 


men mèn 
Aaf 
<m2-"(2"\ [y| dt) 
pgn 
<b12°42" | iyl di, Vax<h. 


EER GORI. 
完全 一 样 地 , 对 1<p<o, HS 


之 二 Sadi), 2,7 b(2" (Chr) Pt 
1 
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对 任 给 的 c= Del, KU, 考虑 y= Dn). W 
1 1 


可 证 2€4,, 但 对 任意 的 e>0, 2EA,... MARRE UF), u) HR 
极 大 算 子 fof 仍然 是 如 上 的 有 界 算 子 . 

因此 , 定理 中 的 条 件 ES 是 否 能 取消 仍 是 一 个 遗留 问题 . 

现在 讨论 极 大 算 子 与 均 方 根 算 子 的 Le 范 数 不 等 式 ， 先 证 一 
个 引 理 . 

引 理 3 设 zE4。 再 设 /= Gao fo=0 是 使 得 存在 非 负 
增加 适应 过 程 D= (Du nao BIAS) SDa A BR, M 函数 配对 
(SCF), f*¥+D.) 5 (f*, Sf) + Da) BAW A= zen 满足 4.5 节 
中 意义 下 的 “好 4 RK” 

证 明 IAS. SDa- 我们 有 

I fal <fr-1t+Dp-1= Pat 
V4>0, 与 待定 的 AO 定义 停止 时 间 
v=inf{n, p,> PA}. 
则 fi<e,-1< BA, BRR AER fO = (fr)x>o， 以 及 非 负 增加 适 
应 过 程 (8S,(f")),>o， 对 同一 个 4 定义 停止 时 间 
T=inf {r: Sa (fO) >A}. 
a> lh, 我 们 有 

{S (f) >ad, f*¥+D.< BA} C{S (Ff) >ad}, 
{S(f) Sad} C{S? Ff) — 831 (FO) > 0 —1) 4}. 
因此 得 ` 

EQU{S(f) >aA}) |F r) 


<ar yet UE) — 84. EO) F) 


—~ Í emg pen tes 4p 
~ (a? aye FS )— fP "1 Fe) <r. 
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(AAA 2CA., BARE 6.2 节 的 推论 1 后 的 注 ， 即 式 (11)" 
知 , 存在 p> 1, 使 
EMSC) SAH) FCE (C8 (f) >ad}) | Fx)? 


<0, tO) ey 





BER (SCF) >aA}C(T<co} CF, 我 们 有 
AUSF) >at) =| LAIUSE)>aa}) | Fr dp 
Sem ð {T<00}) = ang {SF OY>A})- 
从 而 
RUS) >ad, f*+ DeL PA) Lead ASSAD. 
注意 对 固定 的 a>1, 有 limeop=0， 这 就 证 明了 函数 配对 (8( 有 ， 
ft + Do) WES 4 不等式 "， 
完全 类 似 地 , 我 们 有 
Lal fI) En- (f) + Da-1= Pri 

定义 停止 时 间 

r=inf{n: pr>pAN, T=inffn: fP) 
其 中 FO = (FA nao = (Sar) nao IER, LER 

fon — feit<sup | FPI IFE sup] ffi, 
并 利用 Davis 不 等 式 得 


EMUS FK EGOS | Fe) 


CB 
Sat 
再 利用 条 件 zE4., 同 前 一 样 , 可 证 函数 配对 (f*，S(f) 十 D_) 满 足 
“HARSH”, B 
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推论 6 ie eSA. HAVE DUELO 0) 上 满足 O(0)= 
(0+) =0 ARREK ORR mPa, TUR TAT EERO, 即 允 
许 存 在 非 负 增加 适 应 过 程 D= (Da)n>0, W RAF, | <Dp-1 MFR, 
都 有 
PCDS SORE S* + Da) ), 
REILE DOD GD 
定理 10 HE zEA NS. RE DUELO, cc) bE OO) 
=0 的 限制 增长 的 凸 函数 ， 则 对 一 切 关 于 Fides 4) 的 蔷 S= 
(fs>o, 我 们 有 
CB(®(f*)) SBD SOB DY)). (52) 
证 明 itf (fa) 是 任意 给 定 的 WHI f=. ASR 
=, D= (Da)azo, Da=Q#, Ds 二 d*， 如 2.4 节 引 理 5 中 那样 ， 作 
ff 的 Davis 分 解 f=g+h, Herh g, k Rie 
Agn | <4Dy-1, Va, 


> Akal SD} 20D, —Da-1) +20 DaDa] Fai) 
注意 , 由 于 Es, 我 们 有 
BD Dsl Fe) =H 9-8 De~ Do | Fr ) 
7 <KE(Da—-Da-\{Fn-1)+ 
再 注意 容易 验证 的 事实 
Da<min(2f*, S(f)), 
max (h*, S(h))< 57 | Apal. 


利用 引 理 3, 我 们 得 
E(B(f*)) <CR(D(g*)) +CB(DA*)) 


<Of (p(S(g) + D.)) + CB GS) | Ait )) 
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<C +CF(0( SHV. 04-11% )) 


<CN(B(8(f))). 
由 此 证 得 式 (52) 的 左边 不 等 式 ， 在 上 而 推导 中 ， 我 们 已 经 利用 了 
如 下 事实 ( 见 4. 3 节 的 引 理 6 ): 


8( (31800, ~Dy-s1%s-))}<polh( (31D. — Ds -»)) 


= poli (B(Do)) <Cogh(S(S(f))), 
完全 类 似 地 , TAK (62) ZARB, M 
推论 7 设 1<2?<co, 2E4,N 8, MET Fa }aao, 4) 的 革 
的 均 方 根 算 子 是 L 上 有 界 算 子 . 
证 明 注意 , 当 ES 时 , eC A> EA, HERA 10 知 , 极 
大 函数 与 均 方 根 函 数 有 和 狠 价 的 上? 范 数 .而 由 定理 9 知 , 当 2E4; 门 
Sit, BRATE 所 中 有 界 的 ， 故 均 方 根 算 子 亦 是 中 有 界 
的 . D | | 
现在 对 任意 的 艇 了 =(f，) ,so, 考虑 
M(f) =max(f*, S), mlf)=min(f*, S(f)). 
定理 11 ikc, O(n) fe uCL0, 00) LAIR (0) =0 的 
连续 增加 函数 ， 则 对 所 有 那些 饮 了 =(f,)， 它 们 允许 存 在 非 负 增 
加 适应 过 程 p= (D,), WE | Afal <Da- E 
(DUM (f))) SCE CDNF) + D.)). (53) 
证 明 同 不 加 权 的 对 应 定理 一 样 , 不 再 另 述 ， 
定理 12 设 zCA.NS-, B(u)HL0, 00) 上 满足 B(0)=0 的 
Pe ee. MRR f= (fn), 
L(D(M(f)))<Ch(O(m(F))), (54) 
证 明 同 4.2 节 的 定理 4 一 样 , 仍然 作 了 的 Davis 分 解 了 =Y 
二 jz， 并 对 其 中 的 9 使 用 完 理 10 中 的 结论 ， 注 意 当 ES BE Ah HE 
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ST My | <2D + KE TBD, —Dy | n=) 
于 是 有 


A (>) | Ak, | ))<CM(B(D.)) <CM(B(m(F))). i 


FIERA, 4.5 Hie 13 中 建立 的 一 个 -不 等 式 也 可 在 加 
权 的 情形 建立 . -如 下 面 定理 所 示 . 
定理 13 264. O(a) BBE DO =0 的 限制 增长 的 连续 
增加 函数 ， 则 对 一 切 正 款 了 = (f,), 有 
B(®(8(f))) <CH(B(f*)). (55) 
证 明 ”如同 4.5 节 一 样 , HS 
r=inf{n: fa > BA}, 


T=inf fn: EUH (Af, >, 
k=l 
则 可 得 
EQU{S,-.f) >ad}) IFS 
由 zEA。, 又 可 得 





2p? 
ot —1— fp?’ 


BALES...) >aa}) |F 2) <0 ge 





= La, pe 
这 样 即 得 “好 4 AR SEK” 
BCUS(f) >a, f*<BA}) SACS... (Ff) >A} 
Sea pA {S(f)>A}). Ol 
现在 我 们 讨论 包含 c( 力 的 加 权 O-HBEK, i Ou) 是 满足 
(0) =0 的 限制 增长 的 增加 点 (或 加) 函数 ， 先 证 一 个 引 理 ， 
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5184 ” 设 zE5S， 则 对 一 切 关于 ({ 字 。)}s>0,4) 的 著 f= (fa), 


CE(o* (f)) <B(S?(f)) <C#(o"(f)). (56) 
证 明 I zr- SKZ 则 有 


OIO DEUAF) 
= tatata) 


<K SAB CALs | Fa) 
= KR(S*(f)); 
类 似 地 , 当 enc KZn- 有 
£(8*(f)) = S308 | Afal?|Fe-1)) 


=> ales 
<KE(o*(f)). B 
定理 14 设 zE5", 人 DB 是 如 上 所 述 之 同 函 数 ， 则 
| E(D(o"(f))) <CB(P(S8*(f))). (57) 
证 明 定义 停止 时 间 rt=inf{n: of4,(f) >A}. BI 





EC Afal zal Fa) ) 


Bo) AF) SB D EAL Fs) IF, ) 
-p=r+1 
<KB( DEUAF DIF.) 


= KPEE UKE- Afl IF) IF,) 
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= KES ALF. KES IF). 
sid 


于 是 我 们 得 
| oa? (f)>41 (op pate| Sap. 
由 4.2 节 之 上 西 性 引 理 , 即 得 式 (57)。 是 
定理 14 ik zCA.NS,P MEM 1, Ml 


La? >al 


B(® (0? (f))) <CE(@(f*)). (577 

证 明 ” 因 在 给 定 条 件 下 ， 式 (52) G67) Mac, BETEA 
(57). H 

注 特别 对 © a) =u , p2, WY zCA,NS 时 有 

hlor (f) <CECFI*). (8) 
定理 15 PecCS*, Oink rks ws. My 

RD (S*(f)))<CB(B(o*(f))). GER 

证 明 记 


W=) = DY w= SIUC AF | Fens 
A 1 
W,= Zw 
1 


Y=8*(f)= DIAL, Y,= > laft. 

定义 停止 时 间 工 二 imD 2: Wasird}. 因为 

Y=S'(f), W,=0°(f°), 
以 及 

{r<ol={W>A}, W,<W AA, 

Y AASY, + ANC r<00}), 
悄 未 利用 式 (56) 的 右 过 不知 式 得 
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BY) =Ê EODSCE O= CAW,) 
<CE(W NAg 
既然 也 有 
ECA {r<00})) = ABU r<00}) <A (W AA), 
BE 
Bl(Y AA)<CEWW AA), YA>O. 
ATH 44 WRT 知 式 (59) 成 立 ， 量 
IBIS ZEAL S, © 如 定理 15 所 设 ， 则 
BCG) <CB(G(o*(f))). (59)’ 
EB] ”类 似 于 定理 15, 定义 本 = (WW,) 如 前 ， 但 了 =(Y;) 为 
Y= fi, 则 
¥.=(f*)% 
利用 式 (56) 的 右边 不 等 式 , 以 及 LOY) ~B(S?f)), BNE 
BY) = BUF?) )<CRSP(F)) 
<CE(W.)<CE(W AA). 
其 他 步 又 与 定理 15 的 证 明 是 相同 的 , 于 是 定理 获 证 .是 
注 ， 特 别 对 OC) =u”? ,0<p<2, 当 zE4。 由 5S 时, 则 得 
ÉC <CB(a?(f)). (59)" 
附带 指出 , 当 D(a) =u”? 时 , 式 (59) 与 (59》' 的 证 明 可 以 更 直 
wwe, WN LR r=inf{r: cwi( 用 之 各， 有 
RUF*>AD KAUF O" >14) +r <09}) 


< 区 | of Jd +A r<co}) 


c 9 
< {HdE A P 
Sahna O âti oth) u 
+ pi({r7<00}) 
< 到 | oz(f)40 十 CARCfz<co))， 
4 {ec foca} 
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这 里 用 到 

{r=o}C{a(f)<4}, o,f) < 
将 王 面 所 得 到 的 不 等 式 中 两 边 乘 如 -'!，0<p<2， 然 后 再 对 4 在 
(0, co) 上 积分 即 得 式 (59)"， 类 似 地 可 证 式 (59)。 


章 后 注 记 


6.1- 6.3 节 除 已 作 声 明 外 , 结果 均 属 于 Doikans-Dade 与 
Meyer™!, 3/28 1 th 4 e=1iHt, 上 古典 梢 形 由 Coifman-Feller- 
man!) Pr Jeske, this h AEM BLE Izumisawa-Kazamaki™), 

6.435 4 与 BMO 的 关系 时 为 人 所 熟知 ， 随 机 指数 由 C. 
Doléans-Dade 引进 ， 关 于 定理 6， 其 演变 过 程 大致 如 下 : Kaza- 

maki 首先 对 连续 鞭 , 通过 f 的 随机 指数 的 4 属性 给 出 了 了 的 
BMO 属性 的 肇 划 ，Dolgans-Dade 与 Meyer™, 以 及 Kazamaki 
HEARE IRERE HERH, Izumisawa-Sekeguchi- 
Shiota" 也 作 了 贡献 , 他 们 取消 了 对 f(CBMO) BEER AOR i, 至 于 
判断 了 的 随机 指数 z 的 一 致 可 积 性 ,是 I V. Girsanov 于 1960 年 
提出 的 问题 ， 用 了 的 BMGO 属性 作为 对 这 个 问题 的 回答 分别 是 由 
Kazamaki 以 及 Izumisawa-Sekeguchi-Shiota 等 给 出 的 ， 定 理 6 
的 证 明 取 自 子 Doléans-Dade 与 Meyer!” ”, 

65% 4, 权 的 因子 分 解 ,古典 情形 属于 Jones; pigh 
连续 路 线 假定 下 A, 权 的 因子 分 解 属于 Varopoulost1 一 般 情形 
属于 Long-Peng'". 

6.6 节 定理 8 属于 Long-Peng'%， 并 县 还 讨论 了 (p,9) 和 以， 
定理 9 属于 Izumisawa-Kazamaki), B| 3 属于 Bonami-Lc- 
pingle!, 238 10 属于 Bonami-Lepingle! pi JLty Ba ex, 
定理 11 与 12 在 此 书 以 前 似乎 未 曾 用 书面 形式 出 现 过 ， 定 理 13 
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hy AR inde 7G AT Burkholder, Æ 14, 14’, 16 15’ 属于 
Long, Heep O(a) = 好 0 的 特殊 情形 之 式 (58) 与 59)” h 
Kazamaki? 首先 得 到 ， 
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第 七 章 EMR i 


HULSE, 我 们 已 经 多 次 遇 到 过 一 种 极端 不 正规 情形 , 即 当 
F AEN, Fi=F,=- 二 家 的 情形 ， 此 时 所 有 屠 都 是 "中 的 
园 , 根本 没有 p<<1 时 的 五, 理论 可 言 ， 此 外 ， 它 还 具有 许多 奇异 
性 质 , 能 为 许多 问题 提供 十 分 简单 的 反例 .我 们 已 经 陆续 指出 : 此 
时 总 有 , 多 ,=L”， 因 而 多 ,的 对 偶 空 间 不 是 想象 中 的 JNi 此 时 总 
有 

JNo= Ap =L L, Vp>2a, 
因而 JN。 中 的 元 素 没 有 想象 中 的 指数 可 积 性 ; 以 及 此 时 总 有 
E =L, IW<p<oo, 

因而 >, 空间 同 与 它 类 似 的 五 ,空间 过 然 不 同等 等 .因此 , 在 一 些 
问题 中 为 获得 合乎 情理 的 结果 , 常常 需要 附加 所 谓 正 规 性 条 件 .这 
一 童 中 我 们 将 给 出 一 类 正规 性 条 件 , 它 不 仅 十 分 简单 方便 , 并 且 在 
为 数 众多 的 问题 中 能 够 取代 “连续 路 线 ” 假 设 . 我 们 已 在 以 前 儿童 
中 儿 次 接触 过 这 类 正规 性 条 件 ， 如 1. 3 节 中 当 A> oo 时 用 并 或 
S(f) 的 分 布 函 数 是 否 为 o(1/4) 来 刻 划 L! 有 界 鞠 是 否 是 工 中 的 
$h 5.3 节 中 讨论 BMO RRS 2 的 距离 ; 以 及 6. HPA 
数 的 某 些 问 题 等 都 用 到 过 这 种 正规 人 竹 条 件 ， 本 章 中 我 们 还 将 讨论 
另 一 些 问题 , 如 f*, 5S(f) 与 o( 有 之 间 的 加 权 多- 不 等 式 、 正 规 五 ， 
款 论 (如 原子 分 解 , 对 侦 空间 ,内 插 理 论 每 )， 以 说 明 这 种 正规 性 确 
实 对 许多 问题 十 分 有 效 ， 值 得 指出 的 是 ， 这 种 正规 鞠 论 虽然 很 象 _ 
二 进 识 情况 ， 但 它 所 概括 的 对 象 却 不 止 是 这 个 特殊 对 象 ， 在 这 一 
章 的 最 后 ， 我 们 将 介绍 一 个 具体 的 秽 ， 即 Gundy-Varopoulos!) 
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Rh, LE IEDUE RE, MI Fah PENE, 又 都 是 散 O- RR. 
BATE (Q, F, p, {Fw}nz0) 仍 然 满足 通常 的 假定 , INF, 是 完 


备 的 ，V PaF, 但 一 般 不 再 假定 安 。 是 平凡 的 。 


7.1 一 类 正规 性 条 件 


定义 1 (2,F%, p, {Fn} MLAS. BAB 
1) 它 满足 正规 性 条 件 (R), 如 果 | 
IHF) KE AIF) | Aa), VFEZF,, n=1,2,-3 (D 
2) BMRB EMRE (Ro), WURVE CHa, 存在 至 少 一 个 
OEF a1, FEE 
PCO, {Gn|<d|F,|, We=1,2, +; (2) 
3) 它 满足 “停止 时 间 可 预报 性 ", 如 果 对 任意 不 取 零 值 的 停止 
IAT, 存在 停止 时 间 m 使 
在 {Z<coj 上 0<r<2， HI {r<co}|<d|{7<co}|; (3) 
4) 它 满足 “ 弦 的 好 停止 时 间 性 ”， 如 果 对 所 有 非 负 适应 过 程 
(Yn) aro. VAS | Pollo, 存在 停 直 时间 ru 使 
{7*>HC{n<%o), 
| {r<} | <dl {p*>A}], (4) 
SUP pn= pt <40; | 
5) 它 满足 “逆向 极 大 不 等 式 ?， 如 果 对 所 有 的 FELL VA> 
Hfol。， 有 
| gran finaal f>); (5) 


© 设 * 是 任意 的 停止 时 间 . 我 们 自始至终 作 妇 下 约定 : 对 任意 的 过程 (7,)， 
vr = sup] Yali 对 任意 的 黄 f=Ca), fe = (Fran) anos 对 任意 的 SEL, fr =E(f[ Ar). 


所 有 这 些 理解 当然 是 相 容 的 。 
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6) 它 满足 “ 强 的 好 停止 时 间 性 ”如果 路 式 (4) 中 性 质 外 , 还 使 
AMA <A, BHT, Tae 
注 上 述 各 式 中 出 现 的 2 是 一 个 之 1 的 常数 ， 此 外 , 这 里 的 集 
合 包 含 是 指 模 爱 测 集 意 义 下 的 包含 ， 况 且 ， 式 (1) 与 下 式 等 价 
EGNEDE fF Fn), VIEL, n51, 2, (1)’ 
其 等 价 性 论证 如 下 ERARE, FELIS). 构造 有 限 和 序列 
{f™} = {Ze IKF} 
EREL AMA FS, paS, PCF, WHET, A 
fP =e JF) <dSe,E (ICP) | Fai) 
=dE (Ze AF) | Fa- =dBF™ |F a1). 
到 适当 的 子 序 列 ， 使 两 边 都 几乎 处 处 收敛 ， 并 取 极 限 ， 旭 得 对 
有 (ELF)) 的 式 (1)'。 现 对 任意 的 (EL4)， 应 用 上 面 的 不 等 式 
FRETS = EFF a) MBA. 
BAL (2, F, t, {这 ,}s>0) 是 正规 原子 的 , RAE S83 
是 由 原子 生成 的 , FERAE ROEF HS CART) 
RE, BAO RAD RF... ARDET) 并且 使 得 ， 
MPR Bec >0, LF? | Sal ZO MER ERER CR) wee, 
因为 VJEZ+, IMF CTI, 中 上 有 


1 
E(fIF, 1)= TERHI | yofée 








这 说 明 当 取 常 Be d= Lit RH (RY RIL, 27 TERURTRRY-S. 


Chou G44 BM, 
B2 R, F, u, {Fa} azo) EMP BM PIB Burkholder 
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-Gundy ty EAL MAH Gin Gundy). MARAME = dase 
均 可 写 为 
Af, =f, — fr- = > Va yn, 


j=l 
KPVO BFS, 可 测 的 , POW 
ive? 1 <B, EOP] Fpi) =0, 
EVP VO Fn) = 6,,1. 
CABIVP), {PP TURES, N, BRE S. ) 则 此 种 情 
WP, 正规 性 条 件 (R) 成 立 ， 事 实 上 , Fis 


W= S y? 2 LA 
(Zer) 
WW ES. TA, 并 且 
afal<( Dre S e iat, 
f=1 f=1 
ECJ Afal Fai) = Ws. 
于 是 我 们 有 
[Afel <N* BLEU ARIA Fn) 
NBE Afal | Fa 
fa<fa-it lAfal Sf- NBE Afal Fn) 
<(1+2N B’) fy. 
这 说 明 当 取 常数 2 二 1+2N B? mY aR He CR) Ra, 
现在 我 们 证 明 上 述 六 个 性 质 互相 等 价 . 


定理 1 上 述 性 质 1) 一 6) 是 等 价 的 . 
证 明 1)=>2)。 设 条 件 (R) 成 立 ， 对 任意 的 PoE 灾 ，,, 令 


G,= E HF.) IT) > 
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WG SF a1, 以 及 . 
|G| SEE (E ICP.) | Fa.) =| Fala 

此 外 , 由 条 件 (R) IROD AFG. 2) Mor. 

2)>3). KT E-PRRS IIB a, Val, HRAT 
二 Rj) 任 意 取 一 个 2) 中 的 集合 G-， 再 定义 停止 时 间 r=inf{n, of 
Gi. We HAR. A . 

T(@)=2 > o€G, > r(a)<n—1=T(o)—1, 
All 
t<T, TE{T<00} k, 

此 外 


Hr<o0}| <5) lana 


<3" T= {T <0o}|. 


3)>4). Wano EER MIEGIERA, VAS jn 定义 
停止 时 间 
P=inf {4: p,>A}, 
WUT AREAL, 由 性 质 3) 知 , 存在 停止 时 间 zt HERG). 即 有 
{p*>D=(T<o}C{r,<0}, . 
lirc} <il {T<} =dl {y* >A}. 
因此 式 (4) 的 前 两 式 成 立 ， 至 于 式 (4) 中 的 第 三 式 也 成 立 ， 是 因为 
yt u<) M1 rr<00}) <A, 
yt {2 =00}) <p3 (P= 00}) <A. 
4)=>5), BERAUSEL'. Bik f ERER a)na 对 它 与 4 之 
[foj。， 如 同 4) Pape LAER T. i 


| ya <| yan =| frau 


p<% 
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<A|{T<00}| <ddj (f*>A}|. 
5)=>1). IAC mac, WER e>0, HE eR 
BEZ, 使 
| {oCB: BE(II(B) |F an-ı) Sell (B)}|>0. 
这 等 价 于 说 , MEER e> 0, FE n WI RACF,, 使 
|AJ>0, EAKA | Fn- D)e. 
这 个 等 价 性 可 由 下 面 看 出 . 令 B=4, 即 可 从 后 者 直接 推出 前 者 ， 
反之 ， 令 
A= {E(II(B) | F, -1) Se} NB, 
WD A Bee HEH a. EY] A] >0, H. l 
EAKA | Fp) =E Fri) 
<e}) E(IE(B) | Fa_1) <e. 


现任 取 。 A, O<e<A<L 并 对 此 e MACH, LIRR, Sl 


因 
(A) * = max(II(A)#_,, H(A), 
故 得 
1 . 
| (ddr=|4|= 可 4| {TI(A)*>A}]. 
BE 


EGIA |F) <e<, 
县 取 1/4 可 以 任意 的 大 , 这 说 明 式 (5) 不 成 立 ， 因 此 5) 过 了]) 得 证 . 
6)>4). EZ. 
PRUE 1 之 6)， 设 (os>e 是 任 一 非 负 的 适应 过 程 ， 对 任意 的 
AZ| Polo, 定义 停止 时 间 


rı=inf Ín: oC BUC >4)IF >F 


=inf{n: w€G,,,}. (6) 





首先 , RINER (yt >A} Cico By, Ho€{y*>A}, Ml 
存在 ?之 0， 使 oE Yn i> A} (BACRAS Yole) MEF Ce) 为 适 
应 过 程 , 所 以 有 

了 开 ({? DAND = BIC a > Ad) | Fae) 
SAE UVa SANI Fn): 
Mit {esr A} CG. Ber, (@) KRL. 
其 次 ， 证 明 | {r,<co}|<dl{p*>/}|. B® 
{ra= n} = Ga N {T=n)} 


= SEU >A IFIS} 


= {BUDA NIF, 
所 以 


| {r,<0o}| = 2! {r,=n}| 
AA >A Mes a) | 97,)) 
=a | Par > A N r= n} 


<S >A N (ra=n) <d] >A). 
0 


再 次 , 证 明 ?* <A. Hr = 0 时 , ye AMER, Yr, =0 
时 , H {p*>A}C {r<} mM 
{t=00}C {yD 
从 而 结论 也 成 立 ， 而 由 


mlPo€E y, GOE lima, 


i<j< 


Ayres. seh birt HC O< Los 综合 上 述 , 即 完成 了 
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证 明 . 
最 后 ， 我 们 证 明 若 1 入， 则 r, 入 r,。 这 个 结论 的 证 明 只 需 

用 到 下 面 等 式 : 

BCC a >A |F a) 

= EPn > Ah) (Fn) 
+E (IC {As SPa >A} Fa). 

事实 上 , Hr lo) = ?时 , 则 由 上 式 得 

EMU >A) IF) OES, 


HEH r (o)<n=7,,(o). B 
注 ”我们 另外 给 出 一 个 直接 由 2) 推 出 ]) 的 证 明 ， 因 为 在 这 个 
证 明 过 程 中 我 们 还 可 获得 一 些 有 关 { 灾 ,} ,so 的 结构 的 信息 . 
2) 二 1， 设 弱 (Rw) 成 立 ， 我 们 沈 证 明 对 任意 的 PEF 
{E AIF) | ,1)>0) 
EF, 中 包含 本 的 最 小 集合 . 意 即 对 一 切 G,E。_1, HAP LCG,, 
都 有 
(EAFF n) > 0} COn RATAR). 
事实 上 , HBP. = (HCC) | Fa.) = 0}, A 


(FaN Pol = |, Pdu 


=| EOF) F, )du=0. 


因此 C76， 此 外 ,既然 
ECF) | Fa- DG) = EAL aN Gh) | An-1) =9, 
eG, CFo, 从 而 FoCG, 这 证 明了 上 述 断 言 ， 也 就 是 在 弱 正 规 性 
条 件 (Ru) 下 ， 有 
{EED | An-1) > 0} |<d] Fal, 
VF,CF a, R=1, 2, - (7) 





MERE CK. > 
_ 1) 
H,= Í E(P) IF, D< GIN Fs. 
BEAR 


ECM (Aa) | Fas) SEL Pa) Fa D CA») 


1 
<4, 


TRA 
H,C{0<# (UN (Aa)|Aa-}N EUCH) Fn) <1/d} 
=K, EF, 


并 且 
[Kal < {E MH) Fn) >00} | <a] H,f- 


因此 , 如 果 | 天 ,| 之 0, 我 们 将 有 下 述 矛 盾 ， 
al=| HoDan= | EHD Da 
1 ， 
<q KISIKI. 
这 说 明 必 须 | 有 ,| =0, 从 而 | 五 ,| = 0. 此 即 
1 
F.C BOICF,) |F..0>41, 


式 (1) 因 而 获 证 . 时 

现在 再 对 上 述 正规 性 条 件 作 一 补充 讨论 ， 即 考虑 1) 一 6) 中 的 
常数 4 依赖 于 所 考 圳 的 过 程 或 随机 变量 情形 : 

D RINA, F, u, {Fn} 满足 “ 弱 的 逆向 极 大 不 等 式 ” 
性 质 , 如 果 对 每 个 feEL}， 存 在 常数 dy, VASA; 都 有 


Jip fer<aAlf>I (5y' 
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定理 1 R1 -7) 都 是 等 价 的 ， 
证 明 ”只 需 证 7) 之 芒 ， 构 造 一 整数 序列 {faj， 以 及 正 数 序列 
(Aj Sle), 满足 
Itni tetni <À <n 700, 
Ai=0(n;), Zaje;<1. 
EAO) PRX, WEE BPS k) 与 集合 序列 { 4;}, ACF, 
使 
[4 ]>0, ECIICA,) | FR, 1) Kes- 
无 妨 设 
2114s <21 Ail. 
(否则 取 子 序列 : A, =A REIAL SE <o, MRE A, 
后 的 有 限 个 集合 ， 使 余下 集合 的 测度 和 二 |1 4,1|. 再 取 这 余下 集合 
中 的 第 一 个 为 4;,。 如 此 继续 . ) 现 令 . 


g= Xin CA), 
下 
则 gEL', H. 


TEOMA *< Dnle HHA) <g4h, 
1 1 


注意 (>A U A Bee (Abb, <D nA) FE 
jzi jzi 1 


Hg >AS >AS ISA. 
tei 
BERMEA GER AC (2, ]E( A) >A,}) 


n,| Al =| ndu<| gdu 
J {nT D> ag} (@>aj} 
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<add; | (g*>Ay} | <2d | Al, 
由 此 说 明 ` 


n 
l> > 00. 


2A; 
这 是 不 可 能 的 . A 
现在 我 们 可 以 统称 条 件 1) 一 7) 中 任意 之 一 皆 为 正规 人 性 条 件 
R). 并 且 在 今后 的 讨论 中 , 除非 作 特别 的 声明 , 都 假定 正规 性 条 
件 (R) 是 满足 的 . 


7.2 EMH, (0<p<1) th 


RQ, F, u, {Fa} avo) MEERE RIER), f= (fn) avo EX 
FEAR, BLE RAN WM Hardy 4 AH, 

定义 2 ” 设 0 一 2 一 oo. 定义 

H, = {f= (fn) ns0: Ifla,= Ifl <o}. (8) 

注 3p>1, HDoobeBAA,=L?; H, 是 Banach 空 间 ; 4 
<1, A, RRS. HP- lr 满足 正 齐 性 与 广义 三 角 不 等 
A de SHAPE RHET 3 节 中 证 明 忌 ,的 几 个 通 
常 定 义 都 是 等 价 的 . 由 此 容易 看 出 , 某 些 通 常 空间 在 五 , ME. He 
Sh p< ERRA H, XR AAT EYL, 1) 型 即 知 . 

本 节 的 前 三 小 节 讨 论 五 ,的 原子 分 解 、 对 偶 空 间 与 内 插 理论 . 
$M (Ay) = {fEH, fo 三 0} 来 讨论 ， 为 简单 计 , 略 去 下 标 零 . 


7. 2.1 原子 分 解 

我 们 已 在 2.7 节 中 定义 了 靳 论 中 的 原子 概念 , 并 证 明了 1- 原 子 
生成 的 空间 是 2 ， 而 不 是 普通 的 妃 :， 因 此 车 不 附加 正规 性 假定 ， 
则 五 ,的 原子 分 解 是 不 可 能 的 ， 但 在 正规 性 条 件 (R) 下 ， 原 子 分 解 
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是 可 能 的 .对 A 4 A PETAL CR, 分 解 所 得 的 无 穷 级 
| BORA MELE HPC Pk PCR. 

定理 2 设 fEL'ICH,(p<1) 或 fEH, 且 两 者 均 满足 fo 三 0 则 
存在 正 实 数 的 序列 fj} 与 2- 原 子 的 序列 {ai), 使 得 


f= Sa,, (9) 
此 级 数 在 及, 中 以 及 几乎 处 处 地 绝对 地 收敛 到 f， 而 且 
I< Sa (10) 


WE (fa) noo Æ f ÆRE, ML (fal noo A=2*, 
keZ， 得 到 满足 7, 1 节 定 义 1 A96) PARERA EA ale, Mh 
Ht,<00}|> 05 {r,} Ai one 

limf,, =f (Ajlimr,= co, a.e.). 
此 外 也 有 
lim |f, |< lim 2¢ =0. 


这 样 我 们 得 到 点 态 地 收 系 于 了 的 下 述 分 解 


f= D Safa ay 
A= 2" | (ry. <co}] "2, 
一 (ff Urns <00)). 
则 都 是 -原子 ， 事 实 上 , 因 
lasla <l{ri1<0)17, 
DARL HA fn fa DUAL) 
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we) =| {F >A. 则 有 . 


> MEd D2 EP | (f*>2*}] 


<ca>a| Wa (A)dA 


= Cdl fib, 
剩 下 需 证 明 式 (10) 的 左边 不 等 式 , 以 及 级 数 在 五 ,中 收敛 ， 首 
FIER. 对 所 有 ?2- 原 子 a， 总 有 


| a*rdu<<l. 


事实 上 , 车 设 a 是 与 停止 时 间 人 联系 的 一 个 p- 原 子 , 则 
arII({T=00)) =0, 
ie i 
| arrdu<| (T-<00} |-"| {P<00} | =1, 
其 次 注意 , 我 们 不 仅 有 式 (11), MARA 


f= >) (Soran S ey yan) = Dhlaps, Va, (11) 
Be rh ie te a AS OA. AA 


lim frinn= frs 
k>% 
lim | fan < lim 2*=0. 
k-99 ka- 
因此 我 们 有 
f*=sup] fal < >) 1.4%, 
n k=- 


,< D| agius St. 


根据 同样 的 理由 ， 我 们 有 
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fig) = STA Ge) ns Va, 


k=N 


fey da= DD AL Cae) ns Va. 
k=- 


于 是 ， 
lim |f- fan 4p, <lim Ss =0, 
No% Noo 人 
lim jf [p< lim X348 =0. 
这 就 证 明了 Xa 在 互 ,中 收敛 到 f. 


最 后 将 和 .Aas KB >) ub, 即 得 我 们 需要 的 如 同 式 (9) 的 


形式 , Oi 

现在 我 们 对 正规 原子 的 互 ,进行 更 为 细致 的 原子 分 解 , 

定义 3 考虑 正规 原子 的 (Q, 字 ，, {Fn}w20) ( 即 7.1 节 例 1 
中 所 设 ), 且 0<p<1. PAREL (2) 是 一 个 严格 的 2 原子 , 如 果 
存在 IE (所 有 原子 的 集合 ), 使 得 


all(I') =0, | adu=o, jajc". (42) 
定理 2 SEER RFR, RCH, CH,. Wtr=1, p, 存在 正 
Be Hy FLAS?) G7” ee Hor — JRF APSA (0S } EB AP AYP = AP al’, 
以 及 
f= Saya, r=1,7, (9y 
其 中 级 数 在 五 ,中 收敛 , 并 且 
ISDE AP <C,d/ fiz, +=1,7. (10)’ 
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WEAR fale 2 中 一 样 ， 我 们 得 到 
f= Df Une). 
注意 
{r1 <0} = Ü rp, IPEF up 


又 
IPEZ NF 1, NAF op 
HS k EER, ERARE 
meee aan 





Cr), 
az, j = 


Garfe DUS”). 





=x 
则 每 个 cgy E—ARRE PHHAT. Ekk, BB 
EF o 我 们 有 
re dul) = Bas} (F, JU?) 


=F Ga Fad Fu IUP) =0. 
于 是 ， 我 们 得 到 了 TRE 


f= 5 Sas abt 
下 一 一 op j= 


容易 得 到 式 (10)' 的 右边 不 等 式 . naana (Estao 
的 中 间 项 即 是 3 a), 


DID AP = S12 {ro0}] 


<0,dif li, (13) 
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BLE RM BE BRB, PR TS, 以 及 有 估计 

fl agp. 
注意 到 所 有 严格 的 7- 原子 都 在 HORRA, KARO), 我 们 
有 


lim | D Maytu 


nm, I> Dey DER mIXIL N 
< lim > (ASP) = 0. 
Bm, 19m, Ein, mx tl ,41 
Rr=1, RRA 是 完备 的 , 所 以 上 式 说 明 
m l 
Inom = >> DAP a; 


k=-n j=1 


在 开 ! 中 收敛 于 某 极限 g, Eom BEL PC A g. BPA 
(9— Inm) = 5 AP; (av): Vi. 


(k, JEn, mI XEL, LI 
这 里 级 数 是 在 中 收敛 , KAR TFA i RSL LARS 
F. AREY PS RA, 4 


* CO) yp) 
(9-Jrsmst) < 5 AP O83 . 
Ck, J) €l-nymixtl, t 


这 样 Jnsmst TE 五 ,中 也 收敛 到 g. BER I nmi 在 中 收 钱 于 g， 并 县 
limgr,m,1 = nym a. e., 其 中 


Gnsm = > fafa) 


故 也 有 gn 在 L' 中 收敛 于 g， 但 已 知 limgwm 二 fa.6., 故 9=f. 并 
且 
上 lim omili S 2 DA)" 
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最 后 适当 地 改写 之 DUA ans 为 之 joy 这 便 完成 了 定 
理 的 证 明 , D ‘ 

作为 这 个 定理 的 推论 ， 我 们 得 到 在 区 间 [0, 1) 上 二 进 Hee 
间 包 含 在 古典 的 瑟 ,,o( 当 1/2<<p 专 1) 空间 内 的 结论 . 

推论 1 设 ([0, 1), Ø, de, { 安 ,}a>0) 是 正规 原子 的 , 并 且 所 有 
原子 由 区 间 构 成 ， 则 当 1/2<p 志 1， 有 五 ,CH,,。, 其 右边 是 古典 的 
HZ, 

证 明 ”我 们 首先 证 明 , HES eho, Bie 
EB Bic 

Ra=P. V. | 92 ay, 


满足 1Raj ,<C， 设 a 是 这 样 一 个 原子 , 其 支柱 区 间 含 于 [0, ce]. 则 
| [Ral raz = 六 + } [Ral tär = 1, +I 
I, =|" [Ral?dz< (| | Ral? Joer on 
<c(| |a? [Jee neco Seen 
teal | (S| 


<o| 





1 e \p 1 dz i 
(F siaw1) <o| pe” <C. 


这 样 YfEH， f= 了 Map 便 满 足 


[flip KCF + RF CI +0334 


<C IF p 
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BEH, EH p RAX, HH pe See BY, iH, FH pA 的 恒 等 算 子 
可 连续 地 扩张 到 整个 万,， 干 是 完成 了 推论 的 证 明 , 是 


7.2.2 H, HHBE 

我 们 将 在 7, SWISH, MIEMLA,BR, AH, =n 0<p<0. & 
样 ， 互 ,的 对 偶 空间 问题 可 以 用 已 经 在 3.5 节 中 解决 了 的 也 ,的 对 偶 
空间 问题 来 代替 ， 但 既然 有 了 原子 分 解 理 论 ， 我 们 可 以 直接 讨论 
有 HH,(0<p 过 1) 的 对 偶 空间 ， 而 且 更 为 简单 ， 首 先 对 Lipschitz 空 间 
(14“) 作 一 个 等 价 刻 划 . 

引 理 1 aSo, 则 我 们 有 


| ol = sup fea sls, (14) 


Hh “sup” EX T i Br A AY SEA lal BY. 
证 明 设 pE(;A“)。 依 3. 5.1 节 中 定义 (但 将 指标 2 换 为 指标 
1), BAVA | 
Elp- prl Fn) Slol sor, ace, Va. 
Hho fF, TMAR, CHEF WARS I EPki, Kiket 
方 为 0. 这 样 对 一 切 停止 时 间 7, 便 有 


E(|p—prl|Fr)= 之 (9 一 pr| | #,)1({T=n}) 


<Jol D> los {7 =2}). 
0 


既然 V7， 有 i 
IZ], 4IC{T=n}, I EF. AF, 
oll ((P=n)) = 否则 . 
故我 们 得 到 , VILE, 
E(|p—@rl|Fr<lel al {T<} 
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于 是 我 们 得 到 


jp 一 pzj _ 1 oy 
TTo | ee {P<} | te Orldu 


1 
TEST eon (le Prl! pdu 


, <lel 4 
这 证 明了 式 (14) 的 一 半 ， 
Wik p= sup eratac. ERM n SF (EF,), i 


定义 停止 时 间 


n, oF, 
T=) € 
co, weF, 
则 有 
1 lu= 1 7 ; 
JF|" p PTP] u= {Fite al? Prp! u 
1 . 
=r Soop rel Pre <£. 


同 3. 5. 1 节 定 理 9 的 证 明 中 所 指出 的 一 样 , 意味 着 
E (p~p | Fn Poh, 
lel. <£. 
由 此 证 明了 式 (14) 要 求 的 另外 一 半 ， 
于 是 引 理 1 得 证 . 时 
我 们 还 要 证 与 2.7 节 命题 2 类 似 的 下 述 引 理 . 


引 理 2 O<P<1, a= 5 —1. 则 
去 pl ec sup {Bap)| <lo], (15) 
a:p -RF 
证 明 设 7 是 任意 的 停止 时 间 , vw EL PER. + . 
f=sgn(y~- gpr); 
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l f- bd l ! 
"=o E 
则 a 是 一 个 -原子 ， 因 


a,11({n<T}) = So fan re) L 0, 


Jal .<| {T<oo}|7?. 
我 们 有 
E(|p— pr) =E f (p—pr)) = E (pf —fr)) 
=2| {T <00} |'*E (pa), 


lp—prl, 
SU Pj [a Zo} | eS 28UP |E (pa) |. 


因此 证 明了 式 (15) 的 左边 不 等 式 ， 
设 p (EGA) HER, a 是 任意 的 一 个 p- 原 子 ， 则 
|E (ag) |=| E((a—ar)p)|=]E(alp—pr)) | 
<Slalslp— prli <l {T<0}| -jip prl: 
_ jp 一 pzl 
-Tz l 
定理 3” 设 条 件 (R) Ba, 0<P<1, "一 也 一 上 则 五 = 
GAS. 更 确切 地 说 , GADA H, ARRA: pl, 满足 
al UL (18) 


证 明 先 证 (4 路 CH,, 即 每 个 p(E( 19) AEH, LE 
一 个 有 界线 性 泛 函 1,， 设 9 为 给 定 的 ， 且 设 fEH CH, CART 


SWE SA jo; 使 得 Dath GH PUBS, 并 且 
S11 <0,d1f ly 
则 
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[a(o Sa; )| =| EAEan |< DAE pa] 
n n 1 
<lehae X| 4<lel, (347 

<All flay 


既然 正规 性 条 件 (R) 是 满足 的 , 因此 有 
五 (12 一 pa| (F at) SEE (| p— pl F n) 
<dlel,s. 


这 说 明 gE(1 47) CBMO. WERA D 4a; HE H, PERT f, 故 


limE(p DTAas JRA RAE fy 分 解 而 一 意 丰 在 的 。 因 此 可 以 
对 fEH1CH, 定 义 
t (f) =limB( 5410; ), 


并 且 有 

AISO phali ia 
Hi DE BABA 1, EEEE DEH, HA REE, HA 

11,1 <C lel, 1. 
从 而 证 明了 (, .49 连续 地 嵌入 已?. 
BL UCCH,) AEG, MAH EMR AHL, 故 ! 也 是 五， 

上 有 界线 性 泛 函 。 因 此 存在 PEH。 使 

1 =B(fp), Vie 
特别 地 , Yp- 原 子 a, 有 

|B (pa) | =| DIKI alel. 

Hs (15) DEWAR, 4 ole <2] 0). ATENT Hy 连续 
RAGA). P | 
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注 设 0<p<l. 我 们 定义 
B= {f= Sor: a 是 p- 原 子 ,><oo}， 
Ilo, int | Sa, BEBE f= D ha, 
这 里 级 数 0 可 以 理解 为 4)" 中 的 元 素 ， 因 为 根据 式 (15)， 


所 有 2- 原 子 “都 在 (;49 7 的 一 个 有 界 球 内 . he DAs ste GA) 中 


收敛 ， 此 外 , B, 是 一 赋 范 空间 .上 "js, 之 齐 次 与 次 可 加 性 是 显然 的 ， 
Ifl,,=0 > f=0 是 因为 
WA <I fle, 


定理 3 的 证 明 也 给 出 (, A) EB RBA Rh c= — 1. 事实 
上 , EIEN AD CH MEH, 我 们 得 到 了 更 强 的 不 等 式 


[ae Sra Stet S16 


这 就 可 以 推出 (4”)CB,， AmB, 提供 了 五 ,的 包含 Banach 空间 
的 一 个 候选 者 (当然 B, 的 完备 性 待 证 ). 


7.2.3 H, 的 内 插 理论 


ik O<p<oo, 0<g 雹 co,0<9<l。， 本 小 节 我 们 要 讨论 在 K- 方 
法 下 , H, A, WARS, 41<p<co, A, REL’. (ARR 
们 更 主要 的 是 讨论 ?1， 故 仍然 要 假定 正规 性 条 件 (R) 成 立 ， 仅 
在 这 一 小 节 中 , BAT UM RAR RAR, 而 用 “ * ”表示 非 增 加 
重 排 算 子 . 即 对 任意 的 可 测 函 数 gC7), 用 9g*(t) 表 示 它 的 非 增 加 右 
PERE HAAR. Lorentz 空间 为 . 
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pam ff. /a /npr oY 
b= (f: Iah AE ea <), 
O0<p, 46< ce， (17) 
L?~= {f; If lore = supt" f*(t)<00}, 
0<2?< ce， 
定义 巩 的 一 类 空间 为 
H „= (Rf = (fad ns0: MfEL?'"), 
0<pco,0<geo. (18) 
我 们 要 指出 A TARK- HEH. ATARHRERER, 
ABARH (A, A.) oo RBS. 
引 理 3 设 0<2?<ce， 则 存在 常数 C。 使 
AN (Mf)*?(e)dv<K (t, f, H,, Ho)’ 


<o | MP) *?(r)dr, Vt>0. (19) 


EKG, f, Hp A.) BAKU MEXA 
K(t, f, Hp, H.)= inf {lflz,+elfl.}. ~ (20) 

证 明 Sf= (F(A, +H HERH., ikf=fotfhie lt 

H,+ HP t—3 8, 其 中 
fo= Cosa) n209 fi 一 (Ff tan) n>0, f= fosr tt Sirs ?之 0， 

注意 ， 

Mf<Mfit+Mf,, (Mf)*(t)<(Mf.)*(t)+ | MF iLL. 
因此 我 们 有 
| Apr ares) {(Mfo)*? (r) + | Mf [2}ar 


0 
<C,(l folk, t t ifie- 
Rt f AO TAL oy Ae in PANG AR SEK (19) 9 Aa EK, 
+2986 





现 设 f (CH, +H.) (注意 我 们 考虑 的 实际 上 是 ( 瑟 ,)o。， 故 fi 三 
0), 以 及 #( 0) 缘 为 任 给 的 ， 令 4= (Mf)*(#?)。 对 非 负 适应 过 程 
(fj)。>o 与 此 4 作 停止 时 间 ” 使 得 它们 满足 
IFSA, | {r<co}|<d] {fF >A} I. 
FAYE f 的 分 解 
f=F-foth=fhth, 
其 中 
fo= Fos) = (fr~— fras)nyo fi= Pion) = Fran) noe 
因而 , fi 是 一 个 有 界 鞠 ， AP <A= Ma. ob, 因为 
[fomnlII({r=00)D)=|f,—fanllI({r= œ) =0, 
FEL, 
Mf AI ({r=co}) =0. 
再 注意 
Mfo< MF HMF: hoos 
| {r<} <d {Mf> (MAUS d. 
”于 是 我 们 得 
K(t, P SCOAS +e? IfA 


<o fj fdpt sr MH an} 
<off Printempan | 
<0)" ify @ar. D 

定理 4 10<p<co, 0<q<00, 0<6<1. iar= fy 则 


(Hp H o) 4 = H pr (21) 
证 明 ”应 用 式 (19) 的 左边 不 等 式 , 对 SEH, +H H 
MAUNU] MAH de)? 
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<Ct'K,f). 
Lufi (ore? (Mf) CD 
-efor 


一 lN} 
<e(f« Ka, PŽ) 
= cif (pHo), 
RNET (Hp, Ho) on ERRA BIH o. 
EH jERMRA AH an Foo. REENA 
flaru. SCM lve 
4q= co 时 , 有 l 


t-°K G, DESAI [igno COONAN 


-0 


dt? VL 
<sup{r 07 /» TOMONNI] olde 
r>0 J0 
SC} MF | rse 
当 9< co 时 ， 我 们 应 用 式 (19) 的 右边 不 等 式 , 以 及 下 面 即将 证 明 的 
Hardy 不 等 式 的 变形 ( 引 理 4 而 得 : 


ep) 
of neo" g 
=C {fee (3f (Mf) *? (r) an)” ar 


<o( [inerat y 


=0] Mf fl 
514 设 0<r<4 委 oo, f(20) A CO, co) 上 单调 下 降 . 则 ( 记 
4 = min (1, 2)) 
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irony ety 
<(-4 mo( {fts yr (22) 
WER gS INH Hardy PERR KHER, HAS SA 
下 降 ， 现 设 9<1 Af (1) 单调 下 降 , 故 当 
[Feye iao 





时 , 有 
Paye fu dir=), i0. 
Rig 
FO)=| fdr. 
则 
F(t) 一 of(Ci 门 ， ¿0 
因而 有 - 


| RC) 
0 


=o] 





irar KOROL 


ELGAR) ayera 








= 


2 | feyu ‘a. 


即 证 明了 趟 (22) | 
更 在 加 到 内 播 理论 ， 
定理 5 ie0<p,<00, pop, 0<q;<00, i= 0,1, 0 一 和 一 1 
0<qxw. RK 
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Pot 
则 
CHor Hopa) o= H pe (23) 
VER 任 选 r 二 min (po, p). 则 存在 6.E(0, 1), go 关 0 使 
r= i=0,1. 
由 定理 4, 我 们 有 


H ppa = (H,, H o) aisan i=0, 1. 
由 稳定 性 定理 , 我 们 知道 6= (1—0) 0t 00, 使 得 
CH areas 再 ,ora = (CH,, Ho) sor00 (Hon Ho) expe, don 
=(H,, Ho) o= H= H pe 
这 里 ?=r/(1 一 人 由 下 面 的 等 式 推出 


z518, i=0,1, ô=(1—0)ð,+066. E 
í 


定理 6 设 0<p,, pL, PXP, PXP, 0<qi, Fi, IO, 
0<6<1， 再 设 全 是 一 个 由 A>, ., 到 Hz, AREAL? 内 有 
5.? 内 的 有 界 算 子 ， 这 里 
1 1—0,9 1_1-0 9 








卫 Po Pi’ P P fh 

这 是 内 插 理 论 的 自然 结果 . 

注 4 p=, 正规 性 条 件 (R) 可 能 是 不 必要 的 . Okada 
在 讨论 涉及 到 H, 的 弱 型 算 子 内 插 问 题 时 没有 作 正 规 性 假定 .至 
于 强 型 内 插 问 题 , 当 l<p<p 时 也 无 需 正规 性 假定 ， 并且 较 弱 型 
内 播 问 题 更 容易 . 

命题 1 Rl<y<p,.<0,1<9, <0, BREE, IF 
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HAS EMEA LET RBRHEBT, CAEC. 170) 
型 与 (Ze LRC RR) RAR SERN T, 
它 同 时 是 (Zr, BMO) 型 与 (Co LORN By, WT ECL, L”) 


Ba ， 7 型 的 ， 这 里 ( 工 工 1 os 
型 ;或 者 ,S ACL, Zn) 型 的 ， 这 里 二, |) EW A(Z 0) 55 
(这 ,二 ) 的 连 线 上 的 任意 点 ， 
证 明 ”只 需 对 8 证 明 就 可 以 了 , 因为 , 一 个 简单 的 对 侦 讨 论 便 
可 以 把 对 的 讨论 化 为 对 8 的 讨论 ， 定 义 次 线性 算 子 I WTF: 
Bf 一 (8 有 有 * 一 supB(|S7 一 (So {Fn). (2A) 
BSB (Le, LBs (Le, Lt) By, ERE, A 
[5f1.=[Sflauo<Cil fle 
[Sf KONSEN, <C: lfi 
于 是 由 只 涉及 到 Lebesgue SiRF AMEN S E, LON 
的 ， 再 根据 3. 3 节 式 (16)( 它 说 #- 函 数 与 它 自己 有 相同 的 Ze 可 
积 性 ), 即 得 
sl,<olsfh<o fl. 
ORIENT SÆL 工人) 型 的 ， 命 题 证 完 ， 四 
利用 原子 分 解 我 们 可 以 使 得 算 子 内 插 问 题 的 讨论 变 得 十 分 简 
单 ， 从 而 回避 比较 深入 一 些 的 空间 内 插 理论 ， 仅 以 一 个 涉及 到 正 
HLH, 的 弱 型 内 插 为 例 ， 先 证 一 个 弱 型 估计 的 又 加 原理 . 
BIRS 设 {f} 是 可 测 函 数 的 序列 ,满足 
HI > 分 | 二天 VA>0, 0<p<o. (25) 
Bm) BESET, M 


[Emam 
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2 


| (2 一 下 (1 一 2 S mA, O0<p<1; 
< 


‘Smit 106( 于 mm J p=1; (26) 
p 2( Sm \/* p>. 


证 明 首先 ,看 0<p<1， 设 任 给 的 4>0. 令 
=f aA) t= lil gn 


E,= U {h,=¥0}. 
则 有 
Sint 


k 


mao =| fin >} cet, BS 





此 外 , Eo) = {f> WA 


E(g,) sfin) | fil 


-2 3 EG a! 
<froda< H) . 


于 是 有 


Em ees! Emite >4}] 





<|E,| + Em 
k 


<(2—p) 0 —p)' Sh mi /d?. 


即 得 式 (26) 的 第 一 式 ， 
» 3046 





其 次 ,看 p=1, 无 妨 设 m=1. 因此 m1, 对 任意 Ry A 
>0, 4 | 
IFel= lel UC fel <4}) +U(fa< fal < 41) 


+ fif >Y} 


=0, t 9e + hr, 
Damel fel =O+g+h. 
既然 Oad m =A, 故 
fX ml | mac lh=o, 三 U {hx0). 
于 是 我 们 有 
| {hs 0} | =| UASILI] {It >A} | 


| fa- 0, Zmgi>| 5l 过 "> 
-| Som Altaf < 站 | 
<jim | em a 


1 1 1 
和 下 + 吉之 My logs 


Sime fal > 2A |< melee a 





4 Sims Be lm / Sim | 则 得 式 (26) 之 第 二 式 


最 后 , 我 们 看 p>1, Wie Dim =1, 记 


ge= FITC SISA}, k=l fel —ge 
则 因 g<, 有 


[J Smell >24 <ia mba SpE) 
=m [tout +f oea] 


1 1 “dt j1 
ST" geet |S]? PEA 

















4 m1 HT 
ST mel fel > al |=} (|| SA 
iE" k | para Ifl m 
Sin V 
<p 2?\ — . 





此 即 为 式 (26) 的 第 三 式 . 
”因此 ， 引 理 5 得 证 , 和 

推论 2 ” 设 T 是 一 个 可 列 次 线性 算 子 ®, 0<p<1,0<¢<c0, 
gl, 7 人 gg， 则 TP EBH, 9) 型 的 , 当 且 仅 当 


IU Tal >A KE, YP- a. (27) 
O RR-PAAKRART AME OT ER kART: 


IPFISRZAsTas|, VFEHICH,, 
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证 明 必要 性 是 容易 的 ， 只 需 证 充分 性 ， 设 式 (27) 成 立 ， 对 
fCA, CA, 作 如 定理 2 中 之 原子 分 解 1=24ja;， 则 有 既然 部 分 和 
也 在 A, 中 收敛 于 六 故 由 人 之 可 列 次 线性 得 

If 和 lzoil， 
从 而 由 引 理 5 即 得 | 
Kk (28 i q>1, 
x24, q<i. 
因 Pp<q, 上 述 不 等 式 的 右边 可 被 KISI, /A Re, MTER, 
9) 型 的 算 子 . 是 

定理 7 设 0<p,<<min(1, P) <p, gg DiS i=l, 
2, RTE (H, 91) 型 可 列 次 线性 算 子 , 1 二 1, 2， 则 对 于 7, 9， 
其 中 


ir>] 


1 1 1 
—=t—+(1-t)— 21, 
了 Pi +¢ ne 


0<t<1,T 也 是 (Hs, DBRT. 

证 明 我 们 只 需 证 明 17aj,<C，Y p- 原 子 a 就 可 以 了 .事实 
上 , 若 能 如 此 , 则 由 A, 之 原子 分 解 , T 之 可 列 次 线性 ,以 及 <a, 
即 得 , 当 <1 时 有 


1 


1 1 
一 二 =z 一 十 (1 一 一 
q z. TE 


ITFI <| Bagi asltdu<ozay 


<0(543)" <ClfIt,3 
而 当 4>1 时 有 
1 
ITF ULET ash CEAO (AOIF, 
因此 定理 7 ANE, BLANEIT a). <C, 


首先 , BE 1, g <co MOTTE, BRR a 是 任 一 与 某 停止 时 间 +t 
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Py 


相 联 系 的 2- RF. RNE 
lalg;,= | a*du<l{e<co}| 7, 


laiž; <I {r<co}| ' 


这 样 ,我 们 有 (无 妨 设 n <41 <0:) 
了 17al= [a (ral >ayaa 
q 0 
ag- [Mizi Ql 
<[ art (Attain, ) dA 


”1 M, q2 
+[ 4 (lale, ) dh 
1 _1 
Oo | {r<00}| (过 i)a 
+Corej{r<o)| Gr" ， 


取 o =| {r<0o}|*, Rh a E 


这 样 确定 的 < 也 一 定 满足 (4 一 q)a 一 (二 一 请 )44， 这 是 四 为 


人 -人 让 全 全 


2 Q 
(28) 
于 是 ， 我 们 得 
[Tal,<C. 
当 9 ，gz: 之 一 为 co 时 (无 妨 设 g = 00), 证 明 同 上 面 一 样 它 相 
当 于 在 上 述 证 明 中 形式 地 令 g = co。 严 格 地 说 , 此 时 有 


1-1 
[Tal <M: jalu, SM ltr<o} |, 
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1 IT al 。。 
qitaly ={ TATA alu, Yoda 
0 


-L-2 
Pa P 


<c en RUA {r<} | Goda 
0 


KCl{r<00}| Gr) 


rco) |r POY <o, 


当 p: =O, 必须 也 有 ga = 00, 此 时 的 证 明 相 当 于 在 上 述 证 
明 中 形式 地 再 令 pz 一 co .是 
现在 讨论 正规 揣 的 一 种 分 解 ， 它 也 可 以 应 用 于 算 子 内 插 ， 设 
O<Po SPKP <O., MAMAH fEL?, 及 任意 的 4 二 0, 都 存在 f 的 
分 解 1 一 9g 十 有 ,使 
Jalea ifa glaise ifi. 
这 只 需 令 
45 一 II(G 及 > 和)， 9=JIEG 有 过 办 )， 
现在 我 们 指出 在 正规 黄 论 中 亦 有 类 似 的 分 解 . 
定理 8 EMRE (RR, 0<m<l<p<p,<co, ill 
对 任意 的 FEL, ER A> 0, 都 存在 FRE f=9 +h, 使 得 
[kins SCA] FIR, 
| gip <A]. 
证 明 首先 设 f=(f,),>oEH; 满足 f=0， 对 非 负 适 应 过 程 
Cl fal ano 与 4>0 定 义 停止 时 间 r, 满足 
IFAS, | ir<oo}| <a] F >A. 


则 将 分解 为 = 十 (f 一 1) =9 十 2， 这 便 是 所 求 的 分 解 ， 事 实 
上 ， 有 


(29) 
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BA SLAP 
此 外 , 注意 到 ixII({r 一 oo)) 一 0, 则 又 有 


[a* [5s <(| ey h*?du yer | {r<0o} |1772 





care (2Y (f aaay ape 


KOU PICA UF UE) POA N. 
当 foBeO 时 ,了 一 f。 可 按 刚才 的 方法 分 解 ,而 fo 的 分 解 是 平凡 的 ， 
如 我 们 已 指出 的 .是 | 

注 “对 事先 给 定 的 p>1 A> 0, 上 述 分 解 对 满足 条 件 的 一 切 
Po, Pi 适用. 

作为 本 小 节 的 结束 ， 我 们 对 7.2. 1 一 7.2. 3 节 中 几 个 主要 结 
果 ， 当 鞠 f= (fw>o 不 满足 f=0 时 将 会 发 生 什 么 变化 作 些 
讨论 . 

对 于 定理 2 与 3, 当 多 不 平凡 时 它们 似 无 合适 的 对 应 ; Fo 
平凡 时 ,可 以 将 常数 函数 1 视 为 一 个 特殊 原子 从 而 H 的 原子 分 
解 就 是 ,( 百 ?)。 的 原子 分 解 理 加 一 个 常数 原子 的 倍数 ; 此 时 五 ,的 
IARE (H). 的 对 偶 与 CHEM, 或 者 说 

H,=GA% |), 
其 中 
lol*te=lE(@) | + lol a= 130. 


定理 4,5, 6 同 定理 8 一样 ， 它们 与 天 。, fo 都 无 关 ， 我 们 只 以 定理 
4 AB, 并 述 之 为 命题 , 

命题 2 747,09 如 定理 4 中 所 述 . 考虑 H, 代替 定理 4 中 
F(A »)o, WA CH», Hoo. Aye. 

证 明 如 同 引 理 3 中 证 明 所 表明 的 , 我 们 总 有 
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fl Cty arco, Kt fH» HO 
从 而 
LMH LCN nas o 


这 说 明 (Hp, Ho)oaCHeg: WIR f= (n)a (EH) 为 任意 给 定 
的 . 则 fo" (Ho), B. 
fo sh fla, e 
将 分 解 为 1 二 f 一 fo 十 fo, 并 注意 到 
If- fola, < Cfha, ot olnd Cl fli, o 
Kt, f, Hs, H.)<C(K(t, f—fo, Hp, Ho) 
+K(t, fo Hy, HD), 


VEH, +H. 


则 得 


(Porra, pty 


<0 RGNAG prt 


+0 (| GKG, fore) 
<C(IMCF — fo) fret | Foleo 
<CIf le,» 
这 说 明 H, CHp, H o)oa. MAES. YJ 


7.2.4 H, 5Llog'L 
在 古典 五 Eet, KTH, SLiog * LKR, AFAN 
Zygmund %4, EER H, 理论 中 有 如 下 类 似 的 定理 . 
定理 9 设 L’ aR EAE F.C Llog L, WW JEH. RZ, EE 
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HERERO TF, EAH PIERR S= Gan WEEE js 
Liog L, 则 必 有 fE&ELlog* L, . 
证 明 EWR TE fh FRR Kolmogorof 不 等 式 
的 结果 ， 事 实 上 , 对 L! ch eae ARR S=), 有 
ISAI p au， Va>t. 
Cf At 
将 上 式 关于 4 在 (1, co) 上 积分 即 得 


BP-DYS| ,lfllogfap 


if 
=E(|f|log*f*). 
{HAV b>a>0, 有 
alog *b<alog ta+alog*2<alog*at+ È, 
故 得 
到 (( 六 一 D 入 已 (flog*17) 十 二 至 (站 )， 


B(f*)< Ef log *1f1) +z r 
反之 , 设 f= (fadnoo È H RIEMER, PEL log*L, EAA>0. 
定义 停止 时 间 r=inf {n; 成 > 分 ， 则 由 正规 性 条 件 (R), 得 
f. W{r>0}) <add. (30) 
于 是 我 们 有 


| faux], fän 
{f>a} {1<00} 
=f, fodut Al {0<r<o0)) 
<f fodutadl{f*>a}|. (31) 
{fo >A} 


FER Ap >0, 将 不 等 式 (31) 关 于 4 在 (4 co) 上 积分 ,得 
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fan —{" al 
loggiu = = dudà 
Jisa, 3 i 82 # |, À nl A 


Solflat| _ fologfedu<o, 
tfo> 40} 0 


由 此 得 
B(flog*f)<B( flog*£)+B(f)l0g*4o +a flr, <00. Wl 


注 现在 我 们 给 出 定理 前 一 半 的 另外 一 个 证 明 ， 这 个 证 明 适 
AF-O(L, LD) 8580, 1) 型 的 拟 线性 算 子 ， 设 是 这 样 一 
AARE, L) 型 与 弱 (1, 1) 型 的 拟 线 性 算 子 ， 对 任意 的 4>>0， 
令 | 
f=f UCISA UIFSA =f fa 

根据 对 7 的 假设 , 有 

Tf<E(Tf + Tf) ECA+ kT fo, 

{Tf>204} C {Tf,> 04)}, 


HTISAISITA>CAI <É] fldu, 
于 是 得 
ECTF—1)")<CE(\f|log*{fl). B 


7.2.5 H,f)Re L' 中 函数 的 重 排 


BLE BATRA Davis” 的 思想 讨论 及 ,由 Re 己 中 的 分 布 函数 
的 一 个 性 质 ， 这 是 对 五 中 非 负 函数 必须 属于 Llog ' 工 的 性 质 的 
一 种 推广 ， 我 们 仍然 假设 正规 性 条 件 (R) 成 立 . 

设 了 是 定义 在 从 上 的 一 个 实 可 测 函 数 , MB fs 是 了 在 [一 1， 
1J 上 的 一 个 如 下 重 排 : 
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在 [0, 11, fa>0, 下降 ; 
在 [一 1, 0] 上 ， 户 一 0, 下 隆 ; 
“对 及 的 任意 的 Borel  B, (32) 
Ho: fEB}|=[{2: f:£B}| 
(其 中 右边 的 | ,| 表示 Lebesgue 测度 ). 
定理 10 设 正规 性 条 件 (R) 成 立 ; fEH, 由 Re L', 0<p<1, fo 
=0， 则 我 们 有 
| PEOL | Co adf hh, (33) 
A id, 
Fr=E(F|F.), f*=supl fals 
ga = (fa), g*=(supfn)*s 
ha= (fa), 太一 (一 inf fa) *. 
对 非 负 适 应 过 程 (9g,)? 与 A>0 定义 定理 1 中 停止 时 间 r， 满足 
{r<} | <4 | {g9*>4}], 
(FSA C {sup fr>4) = {9 >. Cle, <00), 
f Wr<o<g,, Mr <00})<A. 
因此 我 们 有 
| ase FH | FAUSA r<) 
<dal {g* >A} | =dåo (A). (34) . 
iz l 
6,=sup{a: f(x) >}. 
ER, |" fs(z)dz 与 1(0, 一 9) 是 pE[ 一 1,0] 上 的 连续 函数 ; 
且 当 1g1(p 壹 0) 增加 时 , 前 者 下 降 , 后 者 增加 ; 而 当 wp 一 0 时 ， 


全 fe(2) de> 26,5 
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再 由 于 如 (有 ==0, 故 
-| Ro a= f fa(x)de>| “ fala) de. 
这 些 事实 说 明 , 存在 唯一 的 w<0, 使 
| fala)dz = A0,— 94). 


记 y=0, 一 9, 则 易 知 加 是 4E (0, oo0) 的 下 降 函 数 . 
根据 式 (35), 我 们 可 以 构造 集合 F, 
E={f>AUU<A}UF, FC{f=p), BX, 
使 得 |{f<B} UF|= 一 pg;， 这 样 我 们 有 


| fan= |" fl) = hp aEl, 
[fan=inf| fän, P: PD{F>4}, [FI<IB| l. 


又 由 式 (34), (35) 536), 我 们 可 以 推 得 
Pat {g* >A} | =do(A). 
事实 上 ， 当 


| faus | fèu, 
E iraco} 
式 (37) 是 显然 的 , 它 由 式 (34) 与 (35) 即 得 ; 4 


| fi>] fau, 
gE {raSo} 


(35) 


(35)’ 


(36) 


(37) 


Fa {f>A}C (r,< co} Bil E] <] {r<} |, 这 来 源 于 式 (36) 所 表 


达 的 集合 如 的 “ 极 小 性 "， 总 之 , 式 (37) 成 立 ， 现 记 
a, =(2"" |" | faCa)de) 


+ 
. 


则 易 知 , aS, A pan 22, EKE, 46,22 "wh, 这 是 


显然 的 ;而 当 0<6。,<2“" 了 时, 我 们 有 
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-| 2a,(6.,+2°"). 
- 0 


an 


[fears | 


这 说 明 pS —2°%, 从 而 

Pa, =9a,—Pa, 22". 
Pe jo= 93 5:0 > jo) ER DIB a, > 2a;, 的 整数 ; SIC Ii) 
是 满足 a;, > 20 的 最 小 整数 ;…， 我 们 有 


S27 "a (1+2?) D2 05, 
0 i=0 
<(1+2?) 2 va, a}, 
t=0 i 


i 
<o5). pda, alg 
i=0 7 


2 





于 是 ,我们 得 | 
Sehe fh, fede)’ <n al fly 
同样 地 ,考虑 一 六 我 们 又 得 
Draha f LOU) ) <ra 
RE Davis ifi 3AA BRER 


HE 
0 


Lf scoala 





Ero | faa |” OSI), ` (38) 
0 on 
立即 完成 定理 的 证 明 . B 
7.2.6 H, 的 算 子 刻 划 


现在 我 们 讨论 用 一 些 算 子 来 刻 划 H, 空间 的 问题 . 我 们 知道 ， 
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古典 的 A, 空间 可 以 定义 为 
H, (T) = {fEL'; FEL, f EI PR, }, 

ACR") = (fEL': R;fEL', j=1, +--+, n, R; Æ Riesz BM }. 
自然 地 会 问 , FERRE Ee RB Ue 这 是 一 个 很 有 兴趣 ， 然 而 
SAMS RRO, A, RUSS RAL RDA 
发 展 起 来 , EE A ER hE SE PE, JERE PE, 
以 及 一 些 奇异 积分 算 子 . 正 是 由 Chao-Taiblesont1 首 先 在 局 部 域 
LA VA AOS) OT Sse FRE T FASE SAH A, ABR, ky BR 
论 中 建立 类 似 的 结果 提供 了 希望 ， 此 后 不 久 ，S. Janson 5 J. A. 
Chao 等 陆续 对 一 类 比较 特殊 的 正规 著 , 即 g- ET AE 
实 ， 本 小 节 将 介绍 这 方面 的 一 些 结果 . 所谓 2- 黄 (9 是 正 整 数 ) 是 
FoF ABER (F a} avo RR, 其 中 每 个 FS, PERF, HAF, W 
EY AF te PT AS ag 个 等 测度 的 F n HAP. ERRE 所 
有 原子 如 下 编号 : 

Li 


也 可 考虑 更 广泛 一 些 , MF, ENAT EASY R ns 个 多 
的 原子 , 其 中 {ge}7 BRP, RF, 只 有 原子 2， 不 过 我 们 
只 考虑 g= 的 情况 ， 并 且 只 讨论 对 A, 的 刻 划 ， 先 证 三 个 引 理 . 

引 理 6 设 xX,…, zy 是 满足 Zz;=0, min zx 一 一 1 的 实数 . 则 
存在 q-th fEL', EH, 使 得 


11), ety in Sq, n= 1, 2, tee 


Afali, =A, Xj; j=l, 2, "eg. (39) 


paier Tr inal 


证 明 定义 L RAE RER Gn) aso 如 下 : 
gl = Or,), gL 
no k=1 


它 显然 是 非 负 的 , 并 且 是 一 个 蒜 ， 后 者 是 因为 
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Gabry nc == (1+ Tia) 9n-1 | 


从 而 有 
EGA Fala 


1 
“roo, ee 
Rn—1 tpt iy 
1 q i ` 
“TT Sf (i+ Eip) gai ye OH 


il | 一 ， ims iaon in 


l > | 
“Tr... J Egy a [gn-1| I. ， 
17 | il , a-l'n dpm in 


= Gn-1 Ir. e, feo. 


而 非 负 园 都 是 L 有 界 的 , 此 处 E Cga) =E (go) =1, 
现 令 


则 fEL', 考虑 由 了 生成 的 蒜 f= a)n 其 中 


于 是 有 
Afa= fafi = Ee, 


ten 


Af n | Tals, in =C(9n—-9n-1) [irin 


= (Cgn-il 1, ad das, 
er aol 


Yi e 


= Aineina n 
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RFR SCH, 设 w= 一 1， EEY, 当 至 少 有 一 个 让 二 1 对 
ka) RA 

Ful tyne =0, 
Sid 


P= U eminen 
ipes bye FL 


则 {Ps} 关 于 ?是 不 交 的 .注意 还 有 


1 
In idu = I gn eu 
| | U a $1 in-1 
= 1 -1 
= 7E gai) =F 
由 此 我 们 得 





| "iu> >I, Stdu> =I, eit p 
1- 
Sq si 
这 就 是 说 fe 五 ,， 引 理 至 此 证 毕 , E 
现在 设 V 是 C? 内 的 超 平面 
= 人 scr = 中 


设 4 是 7 到 7 内 的 线性 变换 ，4 扩张 到 Co 内 去 的 算 子 用 矩阵 4= 
(a BAR, MI f= Cfidnso fo=0, 是 一 个 9- 进 蒜 ， 则 对 一 切 ， 
5-WS BB Ri, iai) 
CATP fet Ve 
故 可 定义 Ag 如 下 : . 
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q 
(Ag, | Te => ajs Afal Pare | | 
k=l 


= ACCAf,] | ). 
因为 (Ag,| Tey inaj) t= EV, 故 


J= (Gr) n>05 gn = DJ Agi, go=0 
k=1 


也 是 一 个 gH. RA Gg =Th. 这样 V 到 广内 的 每 个 线 
性 算 子 按 如 上 自然 方式 产生 了 一 个 定义 在 9- 进 观 上 的 线性 算 子 . 
注意 , 当 了 是 一 个 终止 于 ARBE, Tf 也 是 一 个 终止 于 % 的 
ARR RR, 这 因为 Ag: 只 由 Afi hE. FE, HARI Gni Fre) 
言 , f>7f 是 vr) ADF) AAT. FAKE, Mt 
FFE a)na TAH =g ERTS, CKHG 的 定义 可 直接 看 
出 )， 因 此 , 今后 我 们 常常 把 装 Tf EAT fano. 
引 理 7 iA, An EV BV 内 的 线性 算 子 , 且 在 RNV 
内 无 公共 非 零 特征 向 量 . 则 存在 po <1, HEV Sp, 都 有 


CESS HIOTTIIN (40) 
k=1 


其 中 a= (a) ?EC™!, TEV, ti1= Aixo, i=1, e, mz; = (zi 有 
都 是 任意 的 ， 范 数 | .1 是 复 欧 氏 空间 内 的 范 数 ， 
证 明 既然 x,EV, 我 们 有 


4 
a =L (ast zy), Vi. (41) 
Tka 


因此 , 4 ?之 1 时 , 我 们 有 


laJ <E Dhat 2.2) ol 


k=l 
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i 
<(+3 SG +2, PEETI ‘} . 


k=i 
上 式 即 为 p 之 1 时 的 式 (40)。 现 证 0<p<1 时 的 R40), 分 两 种 
情况 证 明 . 


a) i al< e, e 为 大 于 零 的 充分 小 的 待定 的 数 ， 这 里 的 范 


数 分 别 是 Ce C 内 的 . 
此 时 记 46 为 恒 等 算 子 ， 记 
K,= fca, to, =, En): EC™+, 2, = Ast, ZoEV, 


Hla!= Shad? =1. l. 


并 设 a sanns plien) 在 这 个 紧 致 集 上 的 极 大 值 . 





ME K, 上 ， 
=( Reas) SD las]? ST eal? 


<la? 2 1rd’=1, 
i 
Be axl, 假设 g= 1, 则 存在 (a， To, oe, Em) EK,, 使 
E( Reas ) =1. 


由 此 推出 所 有 的 5 aiti, 都 是 实 的 , 并 且 
a 
因此 有 
Alik = Ait, 21,3, Vt, J, k, le 
特别 取 l= j, WW A0, V j, 便 有 
Gilp j= apti Yi, J, ke (42) 
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MARRE 9, 有 A; =0 时 , 则 对 同样 的 J, BEA z1,;=0， 故 将 这 
些 7 除外 (相当 于 缩小 了 j 的 指标 集 ) 仍 有 式 (42)， 特 别 在 式 (42) 
中 令 i 二 0, 则 因 wm 关 0( 否 则 , 因为 至 少 有 一 个 j, 使 ro 一 0 成 立 . 
因此 由 ao=0 将 推出 4s==0, V k, XSlal=1 FS), 得 到 


和 Vk, je 
BHA, +, An 的 公共 特征 向 量 并 且 它 属于 R, ik 
结论 是 因为 由 式 (42) 得 


Bratr, y= | ay! *Z0, 55 
1 Sas, po tues 

2 . ° 
lal? <— ao 


因此 , 我 们 由 a= 1 HI A, +, Ag 在 R 内 有 公共 非 零 特征 向 量 ， 
这 是 一 个 与 假设 矛盾 的 结果 , 故 只 能 有 <1, 
这 就 是 说 , V acC”, VY zoEV ,zi=4dizo 存在 <1, 使 


(Re Lass) <al al? Zlat’. 


现在 再 利用 二 项 式 展开 , 我 们 有 


f} 
>I (a; +i.) eol ?= (5 [atti g Py 
k k i 


? 
= pes Sila]? + 之 ;2Re GXi,g 二 Saul") 





2Re Ditz, atk Dal, n) 


=|al? ls Ta] 
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2Re Dts 
= toi Si ial? 
Stil? 
+3 Tap 





+o (dal 


=lal? zh: pi 7 
Cr) 


+2 (p—2) +o(Elk) ) 


此 即 
ra 之 (a; + Eir Peal? 


2 P egoan lei? 


polt) 


既然 ac<1， 故 只 要 2 充分 接近 于 1, 警 如 说 对 某 个 Po <1, PÈ Po, 
并 且 只 要 e( SOKA, 便 有 


es /el 
tp-20d + O(g) 


TÆ NOD ce 时 我 们 证 明了 式 (40) 成 立 . 
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b) 现 设 Led ZERA 


l>e, > arte)? l= 


CHE KV" 中 的 紧 致 集 ， 因 它 是 闭 的 ， 并 且 由 式 (41) 知 它 
是 有 界 的 : 





> hattm) Pol =1, 
(Mla. (E ja, +2u0l*)! 
HX lal ‘ji<c. 


记 
B=max{lal: (a, £o, +, tm)EK,}. 


上 面 已 知 P<], MR p=, 则 由 Ks 的 紧 致 性 知 ,存在 (a, to, 
Tm) (EK2), 使 


lal = 5 (aitti)? 
k 


RERE C Hh ADT gala 的 9g 倍 ) 的 长 度 是 y 个 向 量 (ao 十 
Toe Gi 十 ,pm 十 Tm.#) 的 长 度 的 和 ， 其 中 = 1,…, 9. 而 由 式 
(41) A, E 44 一 (qqo，…, qam) 正 是 这 g 个 向 量 的 向 量 和 .， 故 这 
4 个 向 量 一 定 同 方向 , 即 

G;t+24,=4,0;,, Vi,k, A20. 
将 上 式 两 边 对 不 求 和 ， 即 得 


ga;= 2A,b,, b= tty 





M 
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Sytem Prts u, >0, Vik. 
因而 

Tip = (Ha = Da = aon Vi, k. (43) 
既然 |zoj 之 elol =e, 说明 zo 是 非 零 向 量 ， 故 oo 盖 0( 因 为 xzozr= (He 
一 Dao)， 因 而 : 


70 = (pl, +, pe—1) 
ay 


是 一 个 非 零 实 向 量 ， BARDHE A, 的 以 a; 为 特征 值 的 特 


征 向 量 ， 这 又 与 假设 矛盾 , 从 而 说 明 p<. 也 就 是 说 
VaEQ""', VzoEV, |zol>elal, 


有 
lal <E] aiten Poh, 
k 
既然 
-4 
(> | (ait wig tol) (a, Zo, ttt, Em)EK: ’ 
k 
VacC™!, YxoEV, 
Abt Vp 二 1, 有 


lo’<(§) Slete tool 
车 取 儿 充分 接近 于 1， 如 1>p>logg/1og(q/8) 则 
CESSE 


引 理 至 此 全 部 证 毕 . 四 
下 面 再 介绍 一 个 引 理 , 它 在 算 子 刻 划 问题 中 也 是 需要 的 , 并 且 
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有 独立 的 意义 ， 现 在 我 们 不 只 对 4- 蒜 ,而 且 对 7. 1 节 所 述 的 满足 
正规 性 条 件 (R) 的 著 来 建立 这 个 引 理 . 

引 理 8 设 (R) 成 立 . 又 设 卫 是 一 个 对 所 有 有 限 蒜 有 定义 的 次 
线性 算 子 , 它 是 五 ,中 有 界 的 , 也 是 LT (Fo) PA HAY, 对 PE(0, 2]， 
且 满 足 

TF= (2 六,，Y 停 止 时 间 z VARE f= Gaiso (44) 
则 YzE(0, 2], T 也 是 H, 中 有 界 的 ， 

证 明 既然 Tfo=(7f)%, 且 - 

IT fol <Clfol»s<Clfl x,, . 
这 说 明 我 们 假设 fo= 0, 并 不 失 一 般 性 . BLE 了 = (f,) ,so 是 一 满足 
fo=0 的 有 限 鞭 .对 非 负 适应 过 程 (|f.|)。>o 与 ADO 定义 停止 时 
间 ra HEE 
[{ri<co}|<d|{f*>A}|, {>A} {ro fiA 
AA T =T. 我 们 有 
(TF.,)*=sup| (PF).,0n1 = (PFD! (45) 
因此 我 们 得 到 
|{(Tf)*>DIEIT 14= 00} 1+ 1{r,<0o} |, 
{TH)* >A, n=} SHTA >A} 
={{(Tf,.)*>A}I 


<f Hf. ban 
a 


“BU ees Teco) 


< 入 Ifl du +Cl{r <0}. 
Na) 


现 设 PECO, 2), 关于 MKE(0, co)) 积 分 下 述 不 等 式 
ACEI) >A} 
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[fl dut CA] {fF >A}, 


1#) 


<ca| 
即 得 所 希望 的 
\7fle<C.h flex, Ol 
作为 引 理 8 的 应 用 , 我 们 有 
推论 3 设 4 是 超 平面 下 到 自身 的 线性 算 子 ， 其 挫 阵 表示 是 
4= (4,3), Al =1. 
ML TATA, eA ESA TERR LF ( 即 对 Ae 
f=(fn), TF= (CTF) HE 
(TF) ni1— (Tf) n= ACAFn), Vn). 
则 是 BMO. 到 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 且 是 五 , 到 自身 的 (0<p 
过 co) 有 界线 性 算 子 . | 
证 明 不 失 一 般 性 , 可 设 f= (Sano MÆ fo=0。 我 们 有 
EATS) Fa) laiat 
=4 au 


1n l 


> ae Afali , -ipejo | 





2 
ly anew . 
HAP S| Ap | ` 
j=1 : 


=E (AFA LF a r "diael 
这 样 , Vn>m>0, 有 
E(IA(TFOL | ZF) SEA, IZ,). 
由 此 式 即 可 推出 了 是 L ER, UR BMO 上 的 有 界 算 子 . 事实 
E, 如 看 后 者 , 设 fEBMOCZ?, 则 其 推导 可 以 如 下 : 


ETÍ -Tf AF) TEC ACTH») | F) 


< STE ALi F,) 


ati 
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=E( f—fal1Ha)<'f bw 9s 
因此 ZHI Sai Slims 


MEK O<p<ookt T Æ H, 中 有 界 的 . 为 了 应 用 引 理 8, ate 
验证 了 满足 7/.=(Z 轧 .,，Y 停止 时 间 r， 而 这 的 确 是 成 并 的 。 因 
为 


f.= Coan) azo, fena= > AF UC k<t}), 


以 及 按 了 的 定义 ， 
Tf.= (Tf) ) n>0, 


(TH a= DACHU} 


= DDACAR) = (TH) nee 


(注意 ， 我 们 这 里 已 经 应 用 了 II({h<r)) 关 于 Fi, 可 测 的 事实 ， 
从 而 在 Fi. 的 每 个 原子 上 为 常数 . ) 因 此 ， 应 用 引 理 8， 即 得 当 
0<p<2 i} T BH, 有 界 的 . 

现 讨论 p>? 的 情形 . BURT IRA Th A RAT 
导 的 , 因此 由 对 偶 讨论 , MA T 此 时 也 是 及; 有 界 的 .从 而 推论 得 
iz, | - 

现在 我 们 可 以 开始 进行 HE, 的 算 子 刻 划 . 

定理 11 (AD? BAVA ARENT (10r 是 对 
应 的 定义 在 物 上 的 线性 算 子 族 ， 其 中 每 个 7; 由 4 诱导 ， 如 推论 

3 中 所 述 . 则 | 
H ={fEL': T,f€L',i=1, =, m}=K, (46) 
HARAN ERNV 中 无 公共 非 零 特 征 向 量 . 

证 明 假设 {41}? 在 RrNV 中 有 公共 非 零 特 征 向 量 z =a), 
A HA, 的 对 应 于 这 个 向 量 的 特征 值 .无 妨 设 min mx= 一 1， 由 引 

© 328° 





理 6 知 , 存在 CL, CH, 使 得 
Af, lrs, stg =A, vos, tho k=1, +, q, 
根据 T 的 定义 , 我 们 有 
(ACT if) a | b= = A;((Af, Irs, >» “igh? 
SAA, ng, B= hi(Afa lr DE. 
这 说 明 Tf=X4,f， 此 时 的 fEKE，E 万 ,， 这 就 证 明了 必要 性 . 
现 证 充分 性 ， 由 引 理 8 知 , 总 有 HCK. A) BRIEK CH). 
我 们 可 以 证 明 更 强 的 断言 ， 如 果 {4;}? ERNV 中 没有 公共 非 零 
特征 向 量 , 并 且 S= (fn noo 是 一 个 区 ,使 得 
Tf=(Tifr)ns0 (i=, 1, ++, m) 
都 是 L' 有 界 的 (其 中 76 理解 为 恒 等 算 子 )， 则 必须 EH. 下 面 
我 们 来 证 明 这 个 断言 ， 记 


galo) = Tfaa] -( > | rton): (47) 
对 一 切 ERREG, in), 令 
a,=T fr, lia in? 
tia = (Pifas Taifa) lig eina 
=ACP ifn a1) lra ir 
对 P<], 应 用 引 理 7 得 


a 
Jalir pman” la <52 | (a; +25, Paa 
ka 


= OT gery.) Tool? 
q k=l 1 nE 


=E (gial Fa) or 
这 说 明 过 程 (9#),>o TEA PR. 它 显然 是 在 L'? 中 有 界 的 . 
因 
* 329 « 





TAMATA =H(= IT fal? yy 
i 


(Eirth Y. 
再 应 用 Doob 的 极 大 不 等 式 即 得 
IF Slsup gf <C,supl 9% ly 
Sosa Dlr Y. 
FRIEMT C=): 了 与 和 了 都 ZL ARCH, A 
定理 11 RAIS S738 如 定理 11 中 所 述 ， 则 
pMmo={> 792 osrr =- (48) 


” 当 且 仅 当 {44}?(4 是 A SERED) CE RINV 中 无 公共 非 零 特 征 向 
量 . 
证 明 REH 
BMO=L<>H,={fEL'; T*fEL'}. (49) 
设 式 (49) 的 右边 等 式 成 立 ， 既 然 T,(BMO)CBMO， 当 然 工 
CBMO.， 现 设 p(EBMO) 为 任意 的 .由 Hahn-Banach 定理 知 ， 
由 9 产生 的 定义 在 


H,={fEL: THELIC@ LU 
上 的 有 界线 性 泛 E I, 可 保持 范 数 不 变 地 延 拓 到 整个 空间 © L'E 
去 . 故 存 在 gEL”, i=0, ore M, 使 
EGD =1, =DE) 
=F).  VfEL°CH,. 
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既然 L” E H 中 稠密 , 这 说 明 
1 
p= oT 9, gi CL". 
0 


此 即 
BMOCL. 


综合 之 ， 即 知 式 (49) 之 左边 等 式 成 立 ， 注 意 这 个 等 式 蕴含 着 如 下 
范 数 之 等 价 


lplewo~inf| > lai: fy 饥 历 所 有 可 能 的 人 
因为 对 于 pEBMO 的 任 一 形 如 了 749， 的 表示 都 有 
lolon K Slodewo<K > Ube 
而 同时 对 于 任意 的 pEBMO， 的 确 存在 表示 91g (其 存在 性 由 
Hahn-Banach 定理 保证 ), 使 其 L 范 数 有 下 述 估计 
S9d-<KHACK ol ano 


由 此 完成 了 由 式 (49) 的 右边 等 式 推出 左边 等 式 的 证 明 。 
现 设 式 (49) 左 边 等 式 成 立 ( 当 然 , 空间 的 相等 总 包含 范 数 等 价 
的 含意 )， 注 意 我 们 另外 还 知道 
BiIC{fEL TifEL'}=B, Hi =BMO. 
由 此 推出 , VICE" CH), 存在 


pvEBMO, pp 一 gb 9IiE 了 
5 


we 
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l=1, Dilgd-<KIL/=K, 
HERE FS) | 任意 地 接近 | fw 然而 


EGP) |= [EUST )| =|; 5:49)| 


< sp [#( Sorta.) 


gen! Sar | 
| <K DTH. 
这 说 明 , VIEL CH, 首 有 
URS ENT N 
但 是 反 向 不 等 式 永远 是 成 立 的 : 


STILSKI la. 


由 此 说 明 在 空间 L” 上 , 由 H 5 BARREN, 从 而 知 L HE 
这 两 个 空间 内 的 闭 包 是 相同 的 ， 已 知 LH, 内 的 闭 包 就 是 H, 
自己 , 这 说 明 五, 是 B 的 闭 子 空间 ， 如 果 H 是 真 闭 子 空间 ， 则 存 
在 B 上 非 零 有 界线 性 泛 函 , 也 就 是 空间 


fS Tg: rc =BMO 
0 


中 的 元 素 p, 使 1; 能 零 化 五,， 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 H, 的 对 侦 是 
BMO, BMO 中 只 有 零 元 素 能 零 化 整个 及,， 由 此 证 明了 H,=B. 
即 由 式 (49) 之 左边 等 式 可 以 推出 右边 等 式 . 国 

(2,F, u) 上 每 个 有 限 测度 » 可 以 产生 一 个 关于 “9- 进 族 
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{Flare BY g- HERR f= (favo 如 下 : 
Fabry san LY Li mtg) + 


CE-AR, 是 因为 
l EG Fadli, .. 


siaa 


1 、 
一 一 "v(i; ses begs ) 
g 之 4 


一 人 DT) = fp- lr, pert 
i n-i 


作为 上 述 定理 的 一 个 推论 ， 我 们 可 以 得 到 与 Riesz 兄弟 定理 相 类 
似 的 结论 . | 
推论 4 YEA, e, An 在 了 中 无 公共 非 零 实 特征 向 量 ， 又 设 
v 5 To 都 是 有 限 测度 ， 则 Tw(i =0, …,m) 都 是 绝对 连续 的 . 
证 明 央 为 任意 有 限 测度 » 按 上 述 方式 产生 的 鞠 总 是 L! 有 
界 的 : 
BUF DE 之 P| Lag orig) igen tnt = PP 


由 定理 11 即 知 , 由? PPA ORR H. RERA Tiy ATH, 
AAT.AA)CH,, H, PRAE L PHR, 故 都 是 绝对 连 
续 的 ， 重 

上 面 的 讨论 只 对 9 之 3 适用 ， 因 当 9g 二 2 时， 

Vo= {2EC’. 2,+4,=0} 
是 一 维 空间 , 其 上 的 所 有 线性 算 子 均 形 如 Az 三 斩 ， 故 其 诱导 的 团 
上 的 线性 算 子 也 形 如 2f=4f， 谣 然 所 有 向 量 都 是 特征 向 量 , 故 上 
述 五 的 算 子 刻 划 方法 在 9=2 情形 失效 . 

Chao'"! 提 出 了 另外 两 种 算 子 刻 划 的 方法 ， 其 一 简单 , 主要 服 
务 于 9g=2 情况 ; 另 一 稍微 复杂 一 些 ， 主 要 服务 于 局 部 域 上 的 调和 
oy BT BARS) ERE H, BR, 

© 3336 





现在 # Chao-Janson"? Ji 4 ik WA BF BI. 设 
(F base ÆC, F, y) E q -HF o- 代 数 的 增加 族 , f= (fraser fo 
=0, 2(2,F%,u, {F,}) PRS HER. hl 是 任意 的 整数 ,对 
每 个 -RR 了 = (fF) noo, BAR R — A FF ath noo RVR F = 
CF) naos 了 ,二 fot. 这 个 对 应 是 一 一 的 ， 既然 对 于 每 个 关于 { 字 nhao 
的 对 F= (Fna MARAR ET o- 代 数 得 到 g- 进 族 { 字 ,}， 同 
EER g- f= Ga) aao E 
F=f au 
不 仅 这 个 对 应 是 一 一 的 , 而 且 这 个 对 应 还 保持 H O< <0) Be fl 
不 变 ， 事 实 上 , 这 是 因为 (如 下 =2), 我 们 有 
Pe=suplfal<ft, | = 
PASH F). 
其 中 第 二 个 不 等 式 是 由 下 式 ' 
[fon fen- 1? =E fon fen- lF) 
CB (| fon fenil Fan- 
Macs —fon-2l?<GE (| fi 一 大 -| Paci) 
[Afenl? + |Afens|? f 
SP +Q BC foin — fenil? + I fans —fan-21? | Facn-1) 
= (PADE (| fen fetn-1) l| Fn 1)) | 
而 得 到 的 .又 由 我 们 将 在 7. 3 节 中 指出 的 事实 , BERRA 
Fid rad TAE] Pod CALEDI PEERS So 
于 是 证 明了 这 个 对 应 保持 H, 空间 不 变 的 断言 . 
设 4 是 Fu 到 Vos 内 的 线性 算 子 . 对 每 个 蔷 f=.) no F 
虑 与 之 联系 的 F=CF,)sro=Faedovo. WAF, Kole 的 每 个 
原子 上 取 o MA, HAR’ MAO RH WERT Ve. 同 前 一 
样 ,用 ACAF, EAR HRS, MBAR LF.) —-T h G, 记 
与 之 对 应 的 关于 { 实 ,} 的 鞠 为 9==Tf. 由 G E gh H, RE SH 
+3346 





的 事实 , 我 们 得 
定理 12 设 4;(5=1 … meV 上 的 线性 算 子 , 则 
Hi={f: f, AfEL', j=1, =, m}, 
当 且 仅 当 A1<j<m) E RNAV 中 没有 公 BARRERA. 
现在 给 出 另外 一 个 算 子 刻 划 的 方法 ， 设 f= Fa) avo, fo™=0, 
是 一 个 ERR, $ | 


r= Sahn] 
k=O n>0 


e= Frata) 。 


则 Ef, Gf SH EKF LF andnso E {F on_ 1} 21 的 g? “HER, AY 
E (fon—Fon-1| Fea) = 9, 
E (fen-1—Fan-2|Fam-1y-1) =9. 
不 仅 如 此 ，Afzs 在 多 zxo-b 的 每 个 原子 上 所 取 的 全 个 值 构成 了 
V3=Vox…xTV 中 的 一 个 向 量 ，( 因 为 
E(fin—Fon-1|Fon-1) =0 
的 缘故 ) 类 似 地 , AF ans 在 Fonoi 的 每 个 原子 上 所 取 的 g? 个 什 
也 构成 了 VI 中 的 向 量 . Mi AEV AVi ARER T, HY 
A(Afan) 与 4CAfzn_1) 仍然 是 中 的 向 量 ， 它 们 不 仅 可 以 生 威 分 
别 关 于 { 多 与 {Zm- 几 的 92- 进 糯 ， 而 且 还 可 生成 关于 { 多 的 两 
个 如 下 的 款 ， 
设 是 关于 ,可 测 的 任意 函数 , 其 在 F: 的 个 原子 上 所 
取 的 值 构成 了 Vi 中 的 一 个 向 量 ; 设 & 是 关于 F, 可 测 的 函数 ， 其 
在 F, 的 每 个 原子 所 包含 的 SF, 的 原子 十 的 取 值 也 是 形 中 
的 向 量 ,…, 若 补充 令 does = 0, 并 令 
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fra= > di, fo=: do=0. 
k=0 : 
M f= Fp) ono HERA SELF HORE, AA 


E(fon| Fon.) 5E (Sa 
\e=0 


n-i 
= Xda = fra- = fen 


k=0 


[rz 
E(fon-1|Fon-2) = B D (das |F an-2 = fan-2» 
bad 


其 中 第 一 个 等 式 用 到 don 在 Fin 的 每 个 原子 上 平均 值 为 0 的 事 
实 ( 它 根据 don 的 性 质 : 在 Fona 的 每 个 原子 上 ,ds 所 取 的 全 个 数 
值 构成 的 向 量 属 于 9)， 现 特别 考虑 
d,,= AC(Af.2,), dor- =A(Afar-1), 
Nih EMR HH BY BT SSE EF}, cADPR, 2 BiB TCLS) 
5 T(Gf). 
定理 13 AGS, e,m VEA VE 内 的 线性 算 子 ， 则 
Hi=B={f: Ef,T,(Ef),Gf,T)(Gf)(G=1,--,m) 
都 是 L ARH), 
当 且 仅 当 As (1S j<m) E Re OV! 内 无 公共 非 零 特征 向 量 . 
”证明 假设 {4,} 有 公共 非 零 实 特 征 向 量 x, 则 由 引 理 6 知 , 可 
Lig EF on} YQ? HERR FEL, CH, 并 且 使 7;F= 和 FP， 但 由 
FW, AP, HF. 1,) 的 每 个 原子 上 所 取 之 值 (g: 个 ) 
构成 的 向 量 正 是 向 量 e 的 倍数 (此 倍数 只 依赖 这 个 Fran AF). 
又 由 EV, 由 AF, 在 F261 的 每 个 原子 上 所 取 之 值 构 成 的 向 
量 也 属于 VE, 我 们 刚才 已 指出 , 44 do =AF, CAR dy, =0 时 ， 
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f= Cfa) aos f= Dats 


便 是 一 个 q-itth, HLS, A Ef=f,Gf=0, BULA 
TEP =Tsf= AGEL’, j=0, +, m, Ay=1, 
T,(Gf) =0EL', | 

但 EH. 此 即 , 当 {4;} 有 公共 非 零 实 特征 向 量 时 , AASB. 

SURAJ? 在 R*NVs 内 没有 公共 非 零 特征 向 量 , 证明 H= 
B, H,CB ESE. Ami SCH, 可 推出 BfEAH1, GfEH,( 这 又 因 
SENS), SCGF <S(f)), 以 及 TA) CH RiEBCH,, 
对 任意 的 fEB, 令 

ga CO) =| (T Efa), 

则 由 引 理 7 知 , 存在 P<1 ERRI ,>。 ETE FER, HT (EP) 
EL ARER, mD 是 在 LY? 中 有 界 的 非 负 下 贰 ， 由 Doob 
MBS ESCH, FATA GIEH, Re fEH,， 结 论证 完 . bd 


7.3 EARME @- 不 等 式 


我 们 已 在 4.2 一 4.5 Pih bhe TRH D-RE, Ih D, 
严格 山 OH 4 之 D、 四 DB. 限制 增长 的 一 般 2- 不 等 式 . 我 们 所 讨 
论 过 的 款 论 中 的 -不 等 式 , 对 四 的 成 立 范 围 基 本 上 已 不 能 改进 . 
(AH EMTS, -不 等 式 基本 上 都 是 最 广泛 的 那 种 ， 即 B 是 限 
制 增长 的 连续 增加 函数 的 情形 ， 本 节 主 要 讨论 SC), o(f) 间 
的 @- 不 等 式 ， 以 说 明 对 正规 鞠 , O 的 确 可 以 是 本 书 所 考虑 过 的 最 
广泛 的 那 种 . 并 且 我 们 要 讨论 的 是 加 权 O-RER I z 所 加 的 
条 件 , 仍然 同 6. 6 节 一 样 

设 z 是 (9, 2,p) 上 的 一 个 严格 正 的 测度 变换 ， 记 刻 = zu, 因 
为 有 时 候 我 们 需要 在 (9, F, 六 ) 上 考虑 问题 , 故 需 要 讨论 相对 于 两 
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个 测度 空间 的 同 -- 概 念 间 的 关系 ， 如 条 件 期 望 、 正 规 性 概念 等 . 相 
HFC, F, 所) 的 条 件 期 望 用 BAR, 正规 性 条 件 用 (及 ) 表 示 ， 以 
及 其 他 的 概念 与 记号 也 都 分 别 用 原 有 的 记号 加 “入 ”表示 .正规 性 
条 件 (R) 类 似 地 定义 为 
EGIF)<dBF|F,_:), YEL, F20, n=1,2, 0 
关于 条 件 (R) 5 Q), 有 下 述 关系 . 
引 理 9 #265, WER SRE RS. 反之， 由 条 件 
(R) 可 推出 2S"; 由 条 件 (有 ) 可 推出 zxES-， 
” 证明 设 条 件 (R) 成 立 ,并且 zE5-， 则 YFEF, 


RUF) | F,) =+E(I(F)2|F,) 
SEU) F) 


= FPF) 
<dCH (CF) |F .-1), r=], 2, te 
此 即 条 件 (R) 成 立 ， 同 样 地 , 可 由 RARR sc8+ 推出 条 件 (R). 
由 此 完成 了 引 理 的 第 一 个 结论 的 证 明 . 
剩 下 两 个 绪论 也 是 显然 的 ， 如 由 条 件 REH zE: 我 们 有 
<b, 并 且 
1 “1 1 å | 
a E (sr =z 


Zn-! 





引 理 10 2CA_ 并 附加 条 件 (R) 等 价 于 二 EA 及 附 加 条 件 


证 明 设 zE4., 辟 如 zE4,, p> 1; 并 且 条 件 (R) 成 立 . 由 6.3 
节 所 述 的 北向 HOlder WEEK GEA zE57) 知 ,存在 56>>0, 使 
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BaF) <02 
由 6. 1 节 的 命题 SF, MEZEA, BR 2EA,), 其 中 p= (1+8)/6. 


此 外 ， 我 们 已 在 6. 3 节 中 多 次 指出 ，zE4. 并 附加 条 件 (MAE 
有 zES-。 因 此 , 由 引 理 9 知 , 条 件 (及 ) 也 成 立 ， 因 而 完成 了 
“A +(R)” > “A,+(R)” 
的 证 明 ， 反 过 来 的 证 明 是 类 似 的 . 时 
现在 我 们 讨论 S S, o AAMER -不 等 式 . 设 D 是 
[0, co) 上 满足 @(0) = 0 的 限制 增长 的 连续 增加 函数 . 
定理 14 设 条 件 (R) 成 立 , 并 且 EAn 如 上 所 设 ， 则 对 一 
DEF Cu, (Fp have) AK f= (favo, 都 有 
CB(®(f*)) <B (®(S(f))) <CB(@(f*)). (51) 
证 明 注意 根据 引 理 10, Weed, ARRES. E 
妨 设 fo=0, MIRAE RL A EA Fal) avo 与 BASO, A> RL 
停止 时 间 r, 使 之 满足 同 定理 1 中 性 质 4) 的 相 类 似 性 质 
B({r<00}) <da({f*>Ba}), 
fr<cpa. 
SELB SO = (fersdaorn HAIER (SCF) aso 与 
A, 同样 地 定义 停止 时 间 7, 满足 
UTL SIAS CY) >ap, 
Sr (fO) KA. 
对 a>>1, 我 们 有 
{S(f) >ad} C{S(f) >ad} U {r<}, 
{S (fF) >ad}C{S(f)?—82 Ff)? > @—-D A} 
从 而 
EIS (Ff) >ad}) | Fr) 
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1 D32 g (fO)? 
<p COOP =OP) 


=a pp lO -IPF 


<4, 
“g? — 1 
fal 4.5 节 中 一 样 , 因为 
{S(CFn)>xCf{TI<cocE 丈 
以 及 对 某 个 7 之 1, szE4 我 们 有 
(SFO) >ar}) 


= |. BIUS) >ah)) IF dÀ 








<0 FY (7<oo)) 
<Cope ef CSF) DAP). 
因此 
AUS(A)>aa}) 
Kean CS GISA) HAAA). 
ERAREMA] 有 lim cy 0, ARAO, f°) 关于 测度 


广 满足 “好 14 不等式". 式 (51) 之 右边 不 锋 式 因而 获 证 . 
类 似 地 , 可 证 明 式 (51) 的 左边 不 等 式 也 成 立 ， 国 
定理 15 在 定理 14 的 条 件 下 , 我 们 也 有 
CB(®(o(f))) <B(D(S(f))) <CB(B(o(f))). 62) 
证 明 ”类似 于 定理 14 对 > 0, ADO, 定义 停止 时 间 
r=inf{n: on (f) >A} 
FBS fO, AEREE, GO) n0 5 4>0, EME 
止 时 间 T, 满足 
AP< eco)sd2(SCf) >N), 
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Salf OKA. 
对 wc>1 我 们 有 
EIUS (Ff) >ad}) | Fz) 


< E(S(F)?—Sr(F™)?| Fo) 


1 . 
(@’—1) A? 


Gay FEOF on FY" | Fe) 


Elo (fO) Fr) 





1 B? 
SEA gè — 1" 


于 是 我 们 便 得 到 与 定理 14 中 情形 一 样 的 事实 。 从 而 定理 获 证 ,是 
但 是 , 对 S(f) 与 o(f) 间 的 加 权 瑟 - 不 等 式 ， 应 用 条 件 3 往往 
是 更 方便 的 。 我 们 有 
定理 15' 条 件 (R) 及 附加 条 件 zxES- (或 等 价 地 , REC ROR 
附加 条 件 zxES*+) 对 式 (52) 的 成 立 是 充分 的 . 
证 明 AEH 15 中 一 样 , 定义 停止 时 间 ST. RIN 
RULES) >ad}) Fr) 


< ESF)? — S (fF)? |F a) 


— l 
(a? —1) 7? 





=l > _ aE 





= GoD Ê (Semara LAfSP PIF n-1) 12e) 





— 1 2 1 D 
~ (a? —1) 7? Ê (S rU 1}) 


LARP "241% a1) Fr) 
<p t FO oe FF) 
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<r 
因此 
BCS CF) Sa) SEa b (SCF) > 分 )， 

PUS >ad}) Sea {8 (Ff) >A}) + A({o GF) > BA}). 
于 是 , 我 们 不 需 先 证 (8 (及 ,cz( 有 ) 关 于 天 的 “好 14 不等式, 就 可 直 
接 得 到 了 关于 朱 的 “好 4 不 等 式 ”"， 从 而 证 明了 式 (52) 的 右边 不 等 
A. 左边 不 等 式 的 证 明 是 类 似 的 ， 定 理 因而 获 证 . D 

完全 类 似 地 ， 我 们 还 可 以 讨论 4.2 与 4.5 切中 已 讨论 过 的 
MAH m(f) ZAHM 中- 不等式， 这 需要 利用 4.2 节 定 理 4 
中 结论 的 如 下 特殊 情形 

E(M (f)|Fo) ECE (m(f) | Fo), | (53) 

HH f= Fp) szo ERE {LF bane ERR, fo, Fo HAAS fil, 

定理 16 设 条 件 (R) 成 立 , CA Dip. MHRA 
KF AF}, EWR F= fn), BA 

E(®(M(f)))<CE(@(m(f))). (54) 

证 明 无 妨 设 fo=0. 对 非 负 适 应 过 程 (mxe( 旋 ) 与 BALE 

SEATS] r, 满足 
| {r<00}| <å] {m(A) >A}, 
m.(f)<BA. 
FE ER O, 并 对 非 负 适 应 过 程 CM。(f27) 与 人 定义 停止 时 间 
T, 满足 . 
{T<} si] MGA, 

My (fP <A. 

则 我 们 有 , «>1, 
{M G) >A} C{ MCF) Saas U {r<oo}, 
{Mf ) Sad} CCIM) — Me (f°?) >G@—1 a}. 
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如 同 4. 2 节 定 理 4 的 证 明 一 样 ， 我 们 考虑 新 cc- 代 R BUF.) = 
[F mir} ARAR TIER RR g = (gm), 


T= Fr fP. m=0,1,2, = 


注意 到 
M(f°)— Mf <M ), 
m(g') <2m(f"), 
并 应 用 式 (53), 它 此 时 成 为 
E'(M(g)| FF) ECE' (m(g') | Fo), 
即 得 
E(I({M(f™)>ah})|F7) 


< 





a pE ME) Mr FOF) 


eg yE mF) Fd 


Cc oF. 
Sa (ana Cf) | Fr) <5 (55) 


后 的 步骤 同 前 一 样 , 先 推 得 (和 (Ff)， mG XECO, F, À) iii 
ARER , RRA REY -PRR Ul 


7.4 WANS OT — TE A 


(QF, 1) 是 
Q=[0,1), F=A(Lebesgue 可 测 集 系 )， 
4 二 Lx(Lebesgue 测度 ) 
RK AS IB], (1) HBR, 3t n=0, 1],… 定 义 
F= Pe: r+ = FORA MS), view}. (56) 
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F, REBOOT r- 代 数 ， 它 们 对 集合 之 可 列 并 封闭 是 显然 的 ， 对 
集合 补 封闭 是 因为 平移 运算 ( 模 1 ) 有 北 ， 注 意 ，{ 哆 ,js>o DEM 
加 系 而 是 递减 系 ， 并且 满 足 FF, NF. FJL. RIG 
言 是 因为 , MERE F, P| (P| >0, FFA PA 1/7" 周期 的 ， Vn, 
则 将 有 (下 面 出 现 的 加 法 是 模 1 加 法 ) 
[lti NF lar= | M(t) fic t—r)dzdt 
=|F]|| F| >0. 
BRAIGHE VF" |E r 的 连续 函数 , 故 存 在 j/7", 使 
(+F nF >0, 
这 与 以 1/7' AANT, BRAGA LF) =0 I/F) =1, R 
NF, 是 平凡 的 ， 关 于 上 述 (0, F, u, (F, HRA Gundy- 
Varopoulos "k, 
关于 递减 的 {天 ，,};so RR AAR, RNR BREF = 
F, NF, BELO. Iet, Bee LAR, 一 个 适应 过 
E( fal Faas) = fnn n= 0, I, tte (57) 
此 外 , 我 们 熟知 的 算 子 f*,S(f), 0o(f) 等 定义 为 
f*=sup| fal, 


~ \t 
sp=(BH)P+ Sle" ) da= fafan 


a ł 
apipi Seca 1%,.9) , 


其 中 召 ( 几 相当 十 fo AAMRS SHS, RR RE BS), 
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而 关于 正规 性 的 定义 也 是 类 似 的 , 只 需 稍 作 修改 , 且 修 改 之 处 是 显 
然 的 ， 如 定理 工 中 性 质 6) 需 要 修改 为 : 对 一 切 韭 负 适 应 过 程 
(Panzo, YAS IEC), 都 存在 停止 时 间 ca 满足 

a) |{{r,>0}|<d|{y*>}|; 

b) {y*>A}C{r,>0}; 

c) y,.I({r,>0}) <A; 

d) BALSA, 则 Ta S Ta. 
EEH, 停止 时 季 的 定义 一 般 是 +=sup{n:…}。， 当 有 无 穷 
多 个 指标 属于 花 括号 中 的 集合 时 , r= co; 当 是 空 集 时 ,+= 二 0， 上 述 
修改 性 质 6) 中, 我们 设 4> ECS) | BA RUE >o, 

现 回 到 Gundy-Varopoulos f, KAA Bani ar, 设 
JEL, F, BB 1/7" 为 周期 的 可 测 集 构成 的 -代数 ， 则 我 们 有 


EFFERIA) (58) 


这 个 等 式 成 并 是 因为 等 号 右边 的 函数 是 关于 安 , 可 测 的 ( 因 它 是 
以 1/7" SARS), He Seam f EER PCH, 上 的 积分 
相等 ， 此 外 , 借助 Fourier 系数 , 条 件 期 望 还 有 下 述 等 价 表示 ， 设 
fEL', 


f~ DS fladexp(2riaz), {f (x) }& Fourier 系数 . 


既然 
15 s e ok =f TER, 
p2 exp (2xinjr ) 1 ye 
因此 我 们 有 
fr=EGIFd~ >of lar*yexp(2xinr'z), (58) 


© 345 





O da™fi fin~ D, far’)exp(2ninr’s), (59) 
-ortn 


我 们 现在 指出 ，Gundy-Varopoulos HÆ 7.1 节 意 义 下 的 正 
规 靳 ， 无 论 弱 条 件 (Rw) 或 条 件 (R) 部 可 直接 验证 ， 如 设 FCL’, 
f=0, 则 


worn rÅ) 


ad PGE ar) Erfa). 


此 即 条 件 (R) 成 立 ， 因 此 ， 本 章 的 结论 对 Gundy-Varopoulos $k 
都 成 立 ， 特 别 地 , O<p<oo, 
IS ~ Mhs" (60) 
现 列举 刀 个 与 调和 分 析 有 关 的 结果 ， 
命题 3(Paley) 设 上 是 如 下 形式 的 可 积 函 数 





f(7)= SFO exp(2zir’s), 
n=0 


则 FEL? , Wp>1. 
-证 明 由 式 (59) 知 , d. =f (r*)exp(Qrir'x), & 


s(f) {È olk )， 
从 而 
IfL<ciS(I, = Ziren < 
这 里 用 到 JEL, 并 且 了 的 Fourier 级 数 展开 是 缺 项 级 数 , 故 
> lf@rP<o. E 
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命题 4 SCL’, WHE RM r>, 4 fC, (Œ Gundy- 


Varopoulos 意义 下 ), BA 


DIA xo.. 
0 


一 0 


(Sur) 和 Ci 大 二， 


(61) 


证 明 利用 对 侦 讨 论 ， 既然 有 正规 性 条 件 , BMO 可 以 定义 为 


BMO= {gEL*, E(|9—9nl?|A%n) SC). 
特别 地 , 对 那些 
g~ > 1 g(r") grins 


awa 


仍然 由 式 (59) 得 
A CA 


0 
= 590°]? 


因此 上 式 说 明 对 这 样 的 g, 有 
lgllpvwo<Cl gfe. 
现 设 了 是 一 个 三 角 多 项 式 , 则 由 H -BMO 对 侦 得 


o 4 
(Zue) = sup 1E(f9)| 


9:3890650), llgllg= 1 


<supC | f*l igl amo 


<supC} f* Iigle<cifth,. ff 


(62) 


(63) 


下 面 再 给 出 Paley 的 古典 结果 的 一 个 推广 .为 此 ， 首 先 对 多 
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重 指 标的 软 证 明 一 个 初等 事实 ， 设 { 灾 。} ,>o，{ 多 ,jn>。 是 黄 个 子 
9- 代数 的 增加 族 . 假设 条 件 期 望 在 如 下 意义 下 是 可 交换 的 

fam =E EF |F 2) |Gu) BES, Gn Fn) n,m. 
RRF ERE 7 ERRERA) {Gm}, AR FEL 生成 
HJER f= Cf asm) amao 

引 理 11 设 了 = Fam BRE O, F, u, {Fa} X {Gu} H L' 
"HAER m 

IS(PIa~l fl, 1<p<co. (64) 

其 中 


\t 
K(f) -位 [daml ') , 


darm = from— Ín-im— Fasm-1 t fn-im-is 
证 明 定义 1? (AEB 
G= (didi), de=E(f| Ae) —E(f|Ay-1), 
与 向 量 值 过 程 (Gn) n>0, | 
Gn=E(G| Ga) = (Ed, | Gm), B (del Gm), e). 
则 它 是 一 个 关于 (9, F, u, {Fn RR, ERRE 











? (13) 一 (Siar )| ~Ifls 
以 及 
dum=B(fa| Gm) —E Fn | Gm) — {E (fl Gm-1) 
—E(fa-1|Fm-1) } 
=E (dpn) —E (dal Pmi), 
与 


s@-(X Joel) (Silent -) 


由 向 量 值 的 单 指标 园 的 已 知 结果 , 得 
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ISI, -(= [dm y | 


=S) lraa ~ihan Ei 
现 特别 考虑 周期 为 p” 的 可 测 集 的 0o- 代 数 . F,, SAHA g” 
的 可 调集 的 o- 代 数 GS, 其 中 2 9 是 质数 ， 设 fEL'， 由 式 459) 得 


de~ 5 f(kp")exp(2rikp"z), 


RiP k 


Elda) E n) —E dal Gm) 
~ 2) flip'a™exp(2xilp"q”z). 


GRIN EE 
we f Ban 
f~ 2 FQ’ exp(2xip"g"s), (65) 
n, m20 
则 由 上 面 求 得 的 Elda Om) E dnl Fn d ERA, 此 时 有 
S:(f)= Di fw" |? (66) 
于 是 ， 我 们 有 | 
命题 5 EEL 1l<r<o,pg 是 任意 的 两 个 质数 . N 
| (= LF) ry" <e, (67) 


证 明 考虑 形 如 式 (65) 右 边 表示 的 函数 ， 记 为 9%, High = 
1. 则 由 式 (66) 给 出 的 函数 S 的 表示 得 


(Sow) = sup |ECf9) | 
<sup|fl-igh! 


<supC | fl, IS(g) Le" 
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<supC|fleigle<Cl fl. 


于 是 证 明了 式 (67) 成 立 . 时 
推论 5 设 JEL, 1<P <, a), +++, Omn EERS. 则 


( 5 fatal) Calf (68) 


证 明 显然 ， 命 题 5 对 任意 有 限 个 质数 的 情形 也 成 立 ， 因 而 
对 每 个 mw 作 质 数 分 解 , 即 得 推论 . 时 


章 后 注 记 


7.1 节 条 件 (R) 是 一 时 为 人 知 的 正规 性 条 件 ， 如 Neveu!" 
在 讨论 A, 的 非 负 元 素 的 工 log ' 上 可 积 性 上 时， 及 Brossard! fe xt 
PATE SBR ERISA LSCI hm, DSR RtRe, BEB 
ANE (CR), LAR PER 4) 与 6) 千 似乎 是 第 一 次 由 Long' ”明确 地 
提出 ， 定 理 1 sh 4)>5) 属于 Gundy", 5)->1) 属于 B-H-L™. 
其 它 情形 属于 Long'"”，B-H-L'" 的 补充 使 正规 性 的 六 个 性 质 
的 等 价 宜 告 完 成 ， 定 理 1 也 属于 B-H-L". 

7.2 $ 

7.2.1 关于 原子 分 解 ，B-M" 定 义 了 园 论 中 的 原子 概念 ,并 
ES 1,2, AR ODER A, 建立 了 原子 分 解 。 定 理 2 与 
2 RF Long’! 推论 1 属于 Davisr， 他 并 指出 当 2<1/2 时 结 
论 不 再 成 立 ，Long "1 讨论 了 推论 1 在 R* 上 的 类 似 ， 

7.2.2 XF H, 的 对 偶 ， 利 用 原子 分 解 建 立 H, 的 对 偶 是 大 
家 熟知 的 , 其 思想 似乎 属于 C. Fefferman, C. Herz, R.Coifman 
等 ,更 具体 些 的 讨论 见 B-Mi"1，zp 二 1 时 的 引 理 2 与 定理 3 已 出 现 
在 B-MU rh; 而 对 一 般 的 ?, 似乎 是 在 此 书 中 才 出 现 . 

7.2.3 关于 内 插 理论 ， 用 KK- 方 法 讨论 A, MoMA 
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间 似 乎 是 在 此 书 中 第 一 次 出 现 ， 关 于 算 子 内 播 ， 命 题 1 的 思想 属 
于 Fefferman-Stein!", BM 5 p>1 外 属于 E. M. Stein-G. 
Weiss, 涉及 到 H, 空间 的 弱 型 算 子 内 插 , 在 二 典 情形 tT Igari”. 
Okada! 48 T RR PHASER. KF, 的 一 个 分 解 , 古典 情 
形似 乎 很 早 就 为 人 所 知 , 本 书 所 氢 述 的 形式 属于 Hang (ie) '), $ 
论 情形 也 是 在 此 书 内 第 一 次 出 现 .- 

7.2.4 定理 9 似乎 是 一 个 大 家 熟知 的 结果 Gundyrc, Gar- 
sial", Neveu 都 得 到 过 这 类 结果 , 只 是 叙述 上 稍 有 差别 ， 这 方面 
的 古典 结果 见 Zygmund!" 55 Stein), 

7.2.5 RFH, NRe L HARKE. Davis 对 古典 万， 
建立 了 定理 10, 他 并 得 到 如 下 意义 的 逆 结 果 : 若 了 的 fE 

f PEZ | dz<o0, 
则 至 少 存在 一 个 的 重 排 函数 〈 定 义 在 原 空间 个 "或 R 上 ) 是 属 
于 五 ,的 . 

7.2.6 关于 算 子 刻 划 . 引 理 6 属于 Janson, 3/47 属于 
Jansont， 但 其 思想 属于 Chao-Taibleson!, z|% 8 是 新 给 出 
的 . 推论 4 定理 11 与 11 RF Janson, 定理 12 与 13 属于 
Chaol“, 

7.3 节 AVE RAR AT Long”, M 16 是 在 本 书 第 一 
次 出 现 ， 定 理 14 与 15 中 当 z 三 1 时 , 即 给 出 8B-G 趾 的 对 应 结果 . 其 
JR RAD LEW, Burkholder! h Ax N= 1 情形 给 出 ; HEGundy™ 
中 只 对 O(a) =u? 给 出 ( 仅 是 在 一 个 注 记 中 指出 可 以 得 到 多- 不 
SA), 并 且 均 不 如 此 书 所 述 简明 ， 当 然 严 格 地 讲 ， 定 理 14 与 15 
中 概括 的 对 象 与 8B-G 的 并 不 完全 一样， 即 B~G! Xt (Q, F, u, 
(FD 没有 作 任何 假 定 ， 而 只 对 软 作 了 正规 性 假定 ， 本 书 则 是 对 
(Q, F, u, { 安 ,}) 作 了 整体 的 假定 , 同时 得 到 的 也 是 整体 的 结果 . 
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7449 SAAT G-V') 这 几 个 结果 都 是 Paley 
的 古典 结果 的 类 似 ， 关 于 命题 4 古典 结果 是 对 一 般 缺 项 序列 
{An} TCH Ap. 22 gA,, SDRE, 不等式 (16) 的 右边 是 古典 五 范 
数 ， 本 节 的 结果 是 对 序列 {7*}? 成 立 ， 不 等 式 右边 是 H, YER. 
这 两 个 范 数 是 不 等 价 的 , 因此 结果 互 不 包含 . 
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为 便于 读者 参阅 法 国文 献 , ARERI HA By SE Be Pe RR E dz 
译 附 后， 与 此 同时 也 并 列 英 译 ， 本 索引 按 主 体 词 的 英文 字母 顺序 排列 ,每 个 
RRR PR EME. 


A 


MF (atom; atome) 1; 69 

原子 分 解 (atomic decomposition; decomposition atomique) 71; 287 

3 brit FH (adapted process; processus adapté) 8 

Ap Hite (Ap, Ap) 220(223) 

dp 空间 (Ls- 变 差 可 积 with L? - integrable variation; à variation 
L?-integrable) 65 


B 


BD (跳跃 有 界 ; with bounded jumps; à sauts bornés) 67 
BLO 184 

BMO, 40 

Burkholder-Gundy 不 等 式 54 

Burkholder-Davis-Gundy RA 136( 式 (16)) 

b, 条 件 217 


c 


测度 变换 (change of law; changement de loi) 221 

‘heer, Young KW, Young #h 24% (convex function, Young's comple- 
mentary function; fonction convexe, fonction conjuguée de 
Young) 124; 125 

Pollo) 125 ; 

Meee, PR MAR (strictly concave function; fonction strictement 
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concave) 157 
条 件 期 望 EF) Br(，) (conditional expectation; espérance 


conditionelle) 1 
; D 
Doob 分 解 17 
Doob 定理 43 
Davis 分 解 55 
Davis RÆ 56 
E 


随机 指数 & (stochastic exponent; exponentielle stochastique) 252 


F 


Fatou 引 理 (对 条 件 期 望 的 ) 6 

Fefferman 不 等 式 44( 式 (7)) 

Fike 94; 8z 集 合 96 

FAH (sharp MBOJI Fe) 152(153) 

{多 ,} ,>ol0- 代 数 的 增加 族 ) (increasing family of o-fields; famille 
croissante de tribus 法 语 中 又 常 称 这 样 的 族 为 filtration) 8 

Fr (Fp-) 8(12) 


Garnett-Jones 定理 203 

Garsia-Neveu fy #3 [39 133 

Gehring 引 理 233 

Gs 集合 84 

Gs 集合 145 

好 4 不 等 式 (good A’s inequality; inégalité de bons A’s) 163 
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H 


Halder( 逆 向 ) 不 等 式 (revers Horder inequality, inégalité de Holder 
inverse) 235 
Hy(Hy) 40 


Jensen 不 等 式 (对 条 件 期 望 的 ) 7 

JN, JNa) 70; 80 

John-Nirenberg 定理 181 

Jones 定理 (关于 4， 权 的 因子 分 解 ) (factorization of Ap weights; facto- 
risation de A, poids) 258 


K 
Krickeberg 分 解 ( 关 于 L' AJK) 20 
KE 40 
aXe 82 
aKo 144 
ake 152 


L 


Lipschitz (24%) (GAD*) 108; 118 

BAHL STR (stochastic logarithm; logarithme stochastique) 252 
L? 空间 83 

aZ pall: lly), aLr Call lz) 85; 118 

aLo (ae? 0) 145 (152) 


aL? 144 ° 
log Aa,e 184 
M 
th ER, FRR) (martingale, super——, sub——, martingale, sur-——, 
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sous——) 12; 13 . 
Le 4 Rith (bounded martingale in L’; martingale bornée dans L?) 


17 
g- 进 拷 317 
$k$ (martingale transform; transformée de martingale) 76 
极 大 国 数 (maximal function; fonction maximale) 39 
限制 增长 图 数 (一 一 of moderate increment; 一 一 a croissance modérée) 
124 


M(f), m(f) 139 


# (potential: potentiel) 19 
与 势 联系 的 古典 增加 过 程 (canonic increasing process associated with 
一 一 ; processus croissant canonique associé a——-) 19 


概率 空间 (probability space; espace probabilisé) 1 
可 预报 过 程 (狭义 ) 12 
多 p(L?- 可 预报 的 ) (Lr-predictable; L?-pr&visible) 64 


R 
Riesz 分 解 ( 对 上 鞍 的 ) 22 
RES 82 
R 集合 154 
(R) EHER 277; 286 
(R) 正 规 性 条 件 338 

S 


SHS 条 件 ) 218 

3 HAR EHR (square function; fonction carée) 40 

RIIDAN, 空间 D, (conditional— -. 或 conditioned ——; 一 一 con- 
ditionclle) 77 

停止 时 间 (stopping time; temps d arrét) 8 
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-EE I FEF Cy-graded sequence of stopping times) 187 


T 


(p,q 型 , Cp, 1)  (type(p, g). weak type p, g); type(p, g), type faible 


(p,q) 260 


U 
一 致 可 积 性 (uniform integrability, intégrabilité uniforme) 24 
W 


加 权 范 数 不 等 式 (weighted norm inequality; inégalité de norms avec 
poids) 260 
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Ho 
11 
1.2 
1.3 (0 ) 
13.1 (0) 
1.3.2 (0) 
H 0 (p= 1) 
2.1 
2.2 (19 1) Doob 
2.3 H . Fef f ernan 
2.4 Burkhol der- Gundy Davi s Davi s 
2.5 Fef f ernan Davi s 
2.6 H Davi s ?p( 1< p< œ )[ ?p(1s 
oo ) 
2.7 Feffernan ( Davi s 
) 
2.8 
3.1 
3. 2 2>PU 2p0 pl ~) Z?p(2s pl] œ) 
3.3 a ?pa Pp(lsa spesoj a ¥~) 
3.4 p Lp] (1s ps & ) 
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3.5.1 > p(00 ps 2) 
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3.5.3 Lo (19 ps ~) 

3.5.4 p( 1s ps œ) 
3.6 Sf) o (f) 
3.7 

中 - 

4.1 Young 
4.2 Q- 
4.3 œo Q- 
4.4 中 - 
4.5 Q- 

BMO 
5.1 John N renberg 
52 BMD[] BLO 
5.3 BMD Loo 
5.4 BW 

中 - 

6.1 Ap bA 
62 AQGQAQI bA 
6.3 Gehring Hel der 
6.4 Ap BMO 
6.5 Ap 
6.6 Q- 
7.1 
7.2 Hx 00 p= 1) 
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7.4 


7.2.1 
7.2.2 
7.2.3 
7.2.4 
7.2.5 
7.2.6 
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